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1  座標系 

本書で用いる座標系や関連諸量について、基本的な表記を説明する。 

 

1.1  座標系の表現 

宇宙飛行体の位置、速度及び姿勢を３次元空間で表現するには、基準となる座標系が必要となる。本書

で用いている座標系の定義を以下に示す。 

 

(１)  慣性座標系 

３軸直交座標系（ｏ-ｘ，ｙ，ｚ）の座標軸方向単位ベクトル（ｘ，ｙ，ｚ）が次の標

準基底で表される正規直交基底を成す座標系は本書で用いるすべての座

標系のベースとなる。これを本書では「慣性座標系」と呼ぶこととする。 

x = (
1
0
0
)、 y = (

0
1
0
)、 z = (

0
0
1
) ･･････････････････････････････（１.１-１） 

図１.１-１ ３軸直交座標系 

(２)  方向余弦及びベクトルの表現 

３次元空間における任意のベクトル𝐚は基底の一次結合で表される。 

𝐚 = (𝐚 ⋅ x)x + (𝐚 ⋅ y) y + (𝐚 ⋅ z)z 

= axx + ayy + azz ･････････････････････････････････････････････････････････････････････（１.１-2） 

また、成分を列挙する形式で下記のように表される。 

𝐚 = (

𝐚 ⋅ x
𝐚 ⋅ y

𝐚 ⋅ z
) = (

ax
ay
az
) ････････････････････････････（１.１-3） 

図１.１-2 に示したベクトル𝐚は、座標系の各軸ベクトルとの間の

角度で表すことができる。この角度は方向角と呼ばれ、その余

弦をとった方向余弦によって各軸方向の成分の大きさを表す。 

𝐚 = |𝐚|(

cos(γx)

cos(γy)

cos(γz)

) = |𝐚|(

dx
dy
dz

) ･･････････････････（１.１-4） 

γx、 γy、γz ：方向角 

dx、 dy、dz ：方向余弦 

図１.１-2 ベクトルの表現 

なお、単位ベクトルは下線付きで表し、一般のベクトルと区別するものとする。 

a =
𝐚

|𝐚|
= (

dx
dy
dz

)  ･･･････････････････････････････････････････････････････････････････････････(1.1- 5) 

 

(３)  一般の座標系でのベクトルの表現 

一般の座標系を３軸直交座標系Ｇ（ｏ-ξ,η,ζ）としたとき、３つの座標軸単位ベクトルは、前記（2）項に示した

方向余弦を用いて下記のように表される。 

ξ = (ξ ⋅ x) x + (ξ ⋅ y) y + (ξ ⋅ z) z = ξxx + ξyy + ξzz

η = (η ⋅ x) x + (η ⋅ y) y + (η ⋅ z) z = ηxx + ηyy + ηzz

ζ = (ζ ⋅ x) x + (ζ ⋅ y) y + (ζ ⋅ z) z = ζxx + ζyy + ζzz

 

 

 

} ････････････････････････････････････(1.1-6) 
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正規直交基底と方向余弦の一次式で表されるこの座標軸ベクトルも正規直交基底を成し、前記（2）項に示し

たベクトル𝐚は式（１.１-2）と同様に、下記のように表すことができる。 

𝐚 = (𝐚 ⋅ ξ) ξ + (𝐚 ⋅ η) η + (𝐚 ⋅ ζ) ζ 

= aξξ + aηη + aζζ ･･････････････････････････････････････････････････････････････････････(１.１-7) 

 

また、ベクトル𝐚は上記の成分（方向余弦）を列挙する形式で式（１.１-3）と同様に表すことができるが、どの

座標系で表したベクトルかを明示するため、基準とする座標系の記号を右 上添字として付加して識別するも

のとする。ただし、慣性座標系で表したベクトルの場合は省略できる。上記の座標系（ｏ-ξ,η,ζ）の識別記号を

Ｇとすれば、「座標系Ｇで表したベクトル𝐚」は下記のように表す。これは「座標系Ｇから見たベクトル𝐚」と言うこ

ともある。ベクトル𝐚Gの基準座標系は座標系Ｇである。なお、座標系Ｇの座標軸ベクトルは慣性座標系で表さ

れるので、座標軸ベクトルで表現したベクトルは慣性座標系のベクトルである。 

𝐚G = (

aξ
aη
aζ
) ：座標系Ｇで表したベクトル𝐚 ････････････････････････････････････････････････････(１.１-8) 

𝐚 = axx + ayy + azz = aξξ + aηη + aζζ ：慣性座標系で表したベクトル 

 

(４)  方向余弦マトリクス 

一般の座標系は基準とする座標系に回転操作を加えて定義される。 

慣性座標系Ｉに回転操作を加えて３軸直交座標系Ｇ（ｏ-ξ,η,ζ）を定義したとき、 

(ξ η ζ) = (x y z) ∙ 𝐃G
I  ：座標系の回転･････････････････････････････････････････････････(1.1-9) 

𝐃G
I  ：座標系Ｉから座標系Ｇへの回転マトリクス････････････････････････････････････････････････(1.1-10) 

式（1.1-9）に両辺に左から(x y z)Tを乗じて、 

(x y z)T ∙ (ξ η ζ) = (x y z)T ∙ (x y z) ∙ 𝐃G
I  

(x y z)T ∙ (ξ η ζ) = (

ξ ⋅ x η ⋅ x ζ ⋅ x

ξ ⋅ y η ⋅ y ζ ⋅ y

ξ ⋅ z η ⋅ z ζ ⋅ z

) = 𝐃G
I  

𝐃G
I = (x y z)T ∙ (ξ η ζ) = (

ξ ⋅ x η ⋅ x ζ ⋅ x

ξ ⋅ y η ⋅ y ζ ⋅ y

ξ ⋅ z η ⋅ z ζ ⋅ z

) = (

ξx ηx ζx
ξy ηy ζy
ξz ηz ζz

) = (ξI ηI ζI) 

慣性座標系Ｉで表されたベクトル ξI、ηI、ζI は元の ξ、η、ζ と同じなので座標系の識別記号を省略して、 

𝐃G
I = (x y z)T ∙ (ξ η ζ) = (

ξ ⋅ x η ⋅ x ζ ⋅ x

ξ ⋅ y η ⋅ y ζ ⋅ y

ξ ⋅ z η ⋅ z ζ ⋅ z

) 

  = (

ξx ηx ζx
ξy ηy ζy
ξz ηz ζz

) = (ξ η ζ)  ：方向余弦マトリクス･････････････････････････････････････(1.1-11) 

座標系の回転に用いる回転マトリクスの各要素は方向余弦で、これは方向余弦マトリクスと呼ばれる。 

 

一般に、ある座標系Ａ（ｏ-ｘＡ，ｙＡ，ｚＡ）は、基準とする座標系Ｒ（ｏ-ｘＲ，ｙＲ，ｚＲ）から見た方向余弦マトリクス

で表され、それぞれの座標系を識別する記号を添字として用いて、下記のように表現される。 
xA = d11xR + d21yR + d31zR

yA = d12xR + d22yR + d32zR

zA = d13xR + d23yR + d33zR

  } のとき 
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𝐃A
R = (

xA ⋅ xR yA ⋅ xR zA ⋅ xR
xA ⋅ yR yA ⋅ yR zA ⋅ yR
xA ⋅ zR yA ⋅ zR zA ⋅ zR

) = (

d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

) = (xA
R yA

R zA
R) ･･･････････････････(１.１-12) 

上記の方向余弦マトリクスは、添字を上から下にＤ、Ｒ、Ａと読むものとする。 

この座標系Ｒから見た座標系Ａの方向余弦マトリクスは、座標系Ｒから見た座標系Ａの３つの座標軸ベクトル

で構成されている、ということもできる。 

また、この方向余弦マトリクスの転置マトリクスは、下記のように表される。 

𝐃A
RT = 𝐃R

A = (

xA ⋅ xR xA ⋅ yR xA ⋅ zR
yA ⋅ xR yA ⋅ yR yA ⋅ zR
zA ⋅ xR zA ⋅ yR zA ⋅ zR

) = (xR
A yR

A zR
A) = (xA

R yA
R zA

R)
T
 ･････････････(１.１-13) 

方向余弦マトリクスとその転置マトリクスの積は、下記に示したように単位マトリクスになる。 

𝐃A
RT ⋅ 𝐃A

R = (

xA ⋅ xR xA ⋅ yR xA ⋅ zR
yA ⋅ xR yA ⋅ yR yA ⋅ zR
zA ⋅ xR zA ⋅ yR zA ⋅ zR

) ⋅ (

xA ⋅ xR yA ⋅ xR zA ⋅ xR
xA ⋅ yR yA ⋅ yR zA ⋅ yR
xA ⋅ zR yA ⋅ zR zA ⋅ zR

) 

= (xA
R yA

R zA
R)

T
⋅ (xA

R yA
R zA

R) = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ･･････････････････････････････(１.１-14) 

 

𝐃A
R ⋅ 𝐃A

RT = (

xA ⋅ xR yA ⋅ xR zA ⋅ xR
xA ⋅ yR yA ⋅ yR zA ⋅ yR
xA ⋅ zR yA ⋅ zR zA ⋅ zR

) ⋅ (

xA ⋅ xR xA ⋅ yR xA ⋅ zR
yA ⋅ xR yA ⋅ yR yA ⋅ zR
zA ⋅ xR zA ⋅ yR zA ⋅ zR

) 

= (xR
A yR

A zR
A)

T
⋅ (xR

A yR
A zR

A) = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ･･････････････････････････････(１.１-15) 

また、方向余弦マトリクスとその逆マトリクスの積は単位マトリクスになるはずだから、 

𝐃A
R ⋅ 𝐃A

R−1 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ････････････････････････････････････････････････････････････････(１.１-16) 

このように、方向余弦マトリクスの逆マトリクスは転置マトリクスに等しく、方向余弦マトリクスが直交行列である

ことが分かる。 

𝐃A
R−1 = 𝐃A

RT ････････････････････････････････････････････････････････････････････････････(１.１-17) 

 

方向余弦マトリクスの３個の列ベクトルおよび３個の行ベクトルは正規直交基底を成す。 

xA
R 、 yA

R 、 zA
R ：方向余弦マトリクス𝐃A

Rの３個の列ベクトルは正規直交基底を成す 

xR
A 、 yR

A 、 zR
A ：方向余弦マトリクス𝐃A

Rの３個の行ベクトルは正規直交基底を成す 

 
 

𝐃A
R =

xA
R

↓

yA
R

↓

zA
R

↓

(

xAx
R

xAy
R

xAz
R

yAx
R

yAy
R

y𝑧
R

zAx
R

zAy
R

z𝑧
R

)

  

  

← xR
A

← yR
A

← zR
A
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1.2  座標系の回転 

(１)  ベクトルの回転 

図１.２-１に示した任意のベクトル𝐚は下記のように表される。 

𝐚 = (

ax
ay
az
) = (

a cosα
a sin α cos β
a sin α sin β

) ････････････････････････････････････････････････････････････････(1.2-1) 

上記のベクトルをｘ軸回りに角度 θだけ回転したベクトル𝐚′は下記のように表される。 

𝐚′ = (

a cos α
a sin α cos(β + θ)

a sin α sin(β + θ)
) 

 

= (

a cosα
a sin α (cosβ cosθ − sin β sin θ)

a sin α (sin β cosθ + cosβ sin θ)
) 

 

= (

ax
ay cosθ − az sin θ

az cosθ + ay sin θ
) 

 

= (
1 0 0
0 cosθ − sin θ
0 sin θ cosθ

) ⋅ (

ax
ay
az
) 

 

= (
1 0 0
0 cosθ − sin θ
0 sin θ cosθ

) ⋅ 𝐚 ････････････････････(1.2-2) 

図１.２-１ ベクトルの回転 

(２)  回転マトリクス 

前記（１）項に示したベクトルの回転はｙ軸及びｚ軸についても考えられ、それらは下記のように表される。 

𝐚′ = [θ]i ⋅ 𝐚 ････････････････････････････････････････････････････････････････････････････････(1.2-3) 

ここで、ｉ＝１のとき、第１軸（ｘ軸）回りの回転 

ｉ＝２のとき、第２軸（ｙ軸）回りの回転 

ｉ＝３のとき、第３軸（ｚ軸）回りの回転を表す下記のマトリクスである。 

[θ]1 = (
1 0 0
0 cosθ − sin θ
0 sin θ cosθ

) ････････････････････････････････････････････････････････････････(1.2-4) 

 

[θ]2 = (
cosθ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cosθ
) ････････････････････････････････････････････････････････････････(1.2-5) 

 

[θ]3 = (
cosθ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

) ････････････････････････････････････････････････････････････････(1.2-6) 

 

上記の回転を多段階に、任意の軸回りに任意の順序で行って得られるベクトルは下記のように表され、こ

の回転によってベクトルを任意の方向に向けることができる。 

𝐚(n)
′
= [θn]p ⋅ 𝐚

(n−1)′ = [θn]p⋯[θ3]k ⋅ 𝐚
′′ = [θn]p⋯[θ3]k ⋅ [θ2]j ⋅ 𝐚

′ 

= [θn]p⋯[θ3]k ⋅ [θ2]j ⋅ [θ1]i ⋅ 𝐚   ：固定角によるベクトルの回転･････････････････････････(1.2-7) 

ここで、θ１、θ２･･･θｎ ：回転角を表し、それぞれ１回目、２回目･･･ｎ回目の回転角 

ｉ、ｊ、k･･･ｐ    ：回転軸を表し、それぞれ１ or ２ or ３の何れかを示す 

回転軸を表す番号は、座標系の第１軸、第２軸、第３軸を表す。x、y、z としないのは、座標系の軸名称がｘｙ

ｚとは限らないからである。なお、θiはは同一の座標系における座標軸周りの回転角で固定角と呼ばれ、回転

する度に順次できる新しい座標軸周りの回転角（後述するオイラー角）とは異なる。 

 

θ 
β 

θ 

ｘ 

ｙ 

ｚ 

𝐚′ 𝐚 α 

ｏ 
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(３)  固定角による座標系の回転 

基準とする座標系Ｉ（ｏ-ｘ，ｙ，ｚ）から見た任意の座標系Ｒ（ｏ-ｘＲ，ｙＲ，ｚＲ）及び座標系Ｇ（ｏ-ｘＧ，ｙＧ，ｚＧ）の方

向余弦マトリクスを下記のように表す。 

𝐃R
I = (xR

I yR
I zR

I ) 

𝐃G
I = (xG

I yG
I zG

I ) 

ここで式（１.２-７）に示した固定角によるベクトルの回転を適用して座標系Ｒ（ｏ-

ｘＲ，ｙＲ，ｚＲ）の座標軸単位ベクトルxR
I , yR

I , zR
Iを座標系Ｉにおいて回転し、得られ

た軸を新たに座標系Ｇ（ｏ-ｘＧ，ｙＧ，ｚＧ）の座標軸単位ベクトルxG
I , yG

I , zG
I とすれ

ば、それらは下記のように表される。 

xG
I = [θn]p⋯[θ3]k ⋅ [θ2]j ⋅ [θ1]i ⋅ xR

I  

yG
I = [θn]p⋯[θ3]k ⋅ [θ2]j ⋅ [θ1]i ⋅ yR

I  

zG
I = [θn]p⋯[θ3]k ⋅ [θ2]j ⋅ [θ1]i ⋅ zR

I  

図１.２-２ 固定角による座標系の回転 

上記の３式をまとめてマトリクス表現にすると、 

(xG
I yG

I zG
I ) = [θn]p⋯[θ3]k ⋅ [θ2]j ⋅ [θ1]i ⋅ (xR

I yR
I zR

I ) ･････････････････････････････････(1.2-8) 

𝐃G
I = [θn]p⋯[θ3]k ⋅ [θ2]j ⋅ [θ1]i ⋅ 𝐃R

I  ･･････････････････････････････････････････････････････(1.2-9) 

この両辺に右から𝐃R
Iの転置マトリクスを掛けて変形すると、 

𝐃G
I ⋅ 𝐃R

I T = [θn]p⋯[θ3]k ⋅ [θ2]j ⋅ [θ1]i ⋅ 𝐃R
I ⋅ 𝐃R

I T = [θn]p⋯[θ3]k ⋅ [θ2]j ⋅ [θ1]i 

(𝐃G
R)
I
≡ 𝐃G

I ⋅ 𝐃R
I T = 𝐃G

I ⋅ 𝐃I
R = [θn]p⋯[θ3]k ⋅ [θ2]j ⋅ [θ1]i ･････････････････････････････････(1.2-10) 

(xG
I yG

I zG
I ) = (𝐃G

R)
I
⋅ (xR

I yR
I zR

I ) ：座標系の回転･････････････････････････････････････(1.2-11) 

この式（1.2-1１）は固定角による座標系の回転を表す。(𝐃G
R)
I
は座標系Ｉから見たときの座標系Ｒから座標系

Ｇへの回転マトリクスで、1.1-（4）項に示す方向余弦マトリクスによる座標系の回転を表す式（1.1-9）とは異な

る。本書では次の形式のマトリクスを「固定角型回転マトリクス」と呼ぶこととする。 

(𝐃B
A)
R
≡ 𝐃B

R ⋅ 𝐃A
RT 

R：基準の座標系 

𝐃A
R：基準の座標系Ｒから見た座標系Ａの方向余弦マトリクス 

𝐃B
R：基準の座標系Ｒから見た座標系Ｂの方向余弦マトリクス 

 

次に、座標系Ｉから見たときの座標系Ｒを座標系Ａへ回転し、さらに座標系Ａから座標系Ｇへ回転する操作

は、上記の式（１.２-1１）の表記を用いて 

(xA
I yA

I zA
I ) = (𝐃A

R)
I
⋅ (xR

I yR
I zR

I )及び 

(xG
I yG

I zG
I ) = (𝐃G

A)
I
⋅ (xA

I yA
I zA

I )より 

(xG
I yG

I zG
I ) = (𝐃G

A)
I
⋅ (𝐃A

R)
I
⋅ (xR

I yR
I zR

I ) = (𝐃G
R)
I
⋅ (xR

I yR
I zR

I ) 

よって、座標系Ｉから見たときの座標系Ｒを座標系Ａへ回転させ、さらに座標系Ａから座標系Ｇへ回転させる

固定角型回転マトリクスは次のように表される。 

(𝐃G
R)
I
= (𝐃G

A)
I
⋅ (𝐃A

R)
I
 ････････････････････････････････････････････････････････････････････(1.2-12) 

 

(４)  オイラー角による座標系の回転 

座標系Ｉ（ｏ-ｘ，ｙ，ｚ）から見た任意の座標系Ｒ（ｏ-ｘＲ，ｙＲ，ｚＲ）の座標軸単位ベクトルをxR
I , yR

I , zR
Iで表したと

き、ｘＲ軸回りに角度φ1だけ回転してできる座標系を座標系Ａ（ｏ-ｘＡ，ｙＡ，ｚＡ）とすると、新たにできた座標系

θ 

θ 

ｘ 

ｙ 

ｚ 

yR
I  

xR
I  

zR
I  

zG
I  

xG
I  

yG
I  

ｏ 
θ 

θ 
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の座標軸単位ベクトルは以下のように表される。 

xA
I = xR

I  

yA
I = cosφ1 ⋅ yR

I + sinφ1 ⋅ zR
I  

zA
I = −sinφ1 ⋅ yR

I + cosφ1 ⋅ zR
I  

上式をまとめると、回転後の座標系は１.２-（2）項に示した回転マトリクスを用いて下記のように表現される。 

(xA
I yA

I zA
I ) = (xR

I yR
I zR

I ) ⋅ (
1 0 0
0 cosφ1 −sinφ1
0 sinφ1 cosφ1

) ･･･････････････････････････････････(1.2-13) 

上記の座標系の回転は、ｙＲ軸及びｚＲ軸についても考えられるので、一般

的には何れかの軸回りに角度 φ１だけ回転してできる座標系を下記のよう

に表すことができる。 

(xA
I yA

I zA
I ) = (xR

I yR
I zR

I ) ⋅ [φ1]i ･････････････････････(1.2-14) 

ここで、ｉ＝１ or ２ or ３ 

上式の回転マトリクスは座標系Ｒ（ｏ-ｘＲ，ｙＲ，ｚＲ）から見た座標系Ａ（ｏ-ｘＡ，

ｙＡ，ｚＡ）の各成分（方向余弦）をマトリクスにまとめたものであり、1.１-（4）項

に示した方向余弦マトリクスとして下記で表される。 

図１.２-３ 座標系の回転 

𝐃A
R = (xR

I yR
I zR

I )
T
⋅ (xA

I yA
I zA

I ) =

(

 

xA
I ⋅ xR

I yA
I ⋅ xR

I zA
I ⋅ xR

I

xA
I ⋅ yR

I yA
I ⋅ yR

I zA
I ⋅ yR

I

xA
I ⋅ zR

I yA
I ⋅ zR

I zA
I ⋅ zR

I
)

 = [φ1]i ･･････････････(1.2-15) 

よって、上記式（1.2-1１）の座標系の回転は、方向余弦マトリクスでは下記のように表現される。 

(xA
I yA

I zA
I ) = (xR

I yR
I zR

I ) ⋅ [φ1]i ････････････････････････････････････････････････････(1.2-16) 

次に、回転してできた新しい座標系を基準としてｘＡ，ｙＡ，ｚＡのいずれかの軸回りに角度 φ２だけ回転してでき

る座標系を座標系Ｂ（ｏ-ｘＢ，ｙＢ，ｚＢ）とすると、上記と同様に新たにできた座標系は以下のように表される。 

(xB
I yB

I zB
I ) = (xA

I yA
I zA

I ) ⋅ [φ2]j 

= (xR
I yR

I zR
I ) ⋅ [φ1]i ⋅ [φ2]j 

このように、順次新しくできた座標系の軸回りに回転を続け、最終的に座標系Ｇ（ｏ-ｘＧ，ｙＧ，ｚＧ）が得られると

すると、それは下記のように表される。 

(xG
I yG

I zG
I ) = (xR

I yR
I zR

I ) ⋅ [φ1]i ⋅ [φ2]j⋯[φn]p ･････････････････････････････････････(1.2-17) 

これを方向余弦マトリクスで表現して 

𝐃G
I = 𝐃R

I ⋅ [φ1]i ⋅ [φ2]j⋯[φn]p 

 = 𝐃R
I ⋅ 𝐃A

R ⋅ 𝐃B
A⋯𝐃G

F  ･････････････････････････････････････････････････････････････････(1.2-18) 

また、座標系Ｒから座標系Ｇまでの回転を表すマトリクスは、上式の両辺に左から𝐃R
I の転置マトリクスを掛け

て変形して下記のように表される。 

𝐃R
I T ⋅ 𝐃G

I = 𝐃R
I T ⋅ 𝐃R

I ⋅ [φ1]i ⋅ [φ2]j⋯[φn]p = [φ1]i ⋅ [φ2]j⋯[φn]p 

𝐃G
R ≡ 𝐃R

I T ⋅ 𝐃G
I = 𝐃I

R ⋅ 𝐃G
I = [φ1]i ⋅ [φ2]j⋯[φn]p ･････････････････････････････････････････(1.2-19) 

この回転を表すマトリクス𝐃G
Rは前記（３）項に示した固定角型回転マトリクス(𝐃G

R)
I
とは異なり、座標系Ｒから見

た座標系Ｇの方向余弦マトリクスである。 

(xG
I yG

I zG
I ) = (xR

I yR
I zR

I ) ⋅ 𝐃G
R ：座標系の回転･･･････････････････････････････････････(1.2-20) 

𝐃G
R = (xR

I yR
I zR

I )
T
⋅ (xG

I yG
I zG

I ) 
 

φ1 

φ1 

xR
I ,xA

I  

yR
I  

zR
I  

yA
I  

zA
I  

ｏ 
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 =

(

 

xG
I ⋅ xR

I yG
I ⋅ xR

I zG
I ⋅ xR

I

xG
I ⋅ yR

I yG
I ⋅ yR

I zG
I ⋅ yR

I

xG
I ⋅ zR

I yG
I ⋅ zR

I zG
I ⋅ zR

I
)

 = (xG
R yG

R zG
R) ･･･････････････････････････････････････(1.2-21) 

 

1.3  座標変換 

図１.３-１に示した任意のベクトル𝐚は、慣性座標系（ｏ-ｘ，ｙ，ｚ）で下記のように表される。 

𝐚 = axx + ayy + azz ･･････････････････････････････････････････････････････････････････････(1.3-1) 

次に、座標系Ｒ（ｏ-ｘＲ，ｙＲ，ｚＲ）をｘＲ軸回りに角度 φ だけ回転して得られる座標系を座標系Ａ（ｏ-ｘＡ，ｙＡ，ｚＡ）

としたとき、ベクトル𝐚は座標系Ａで下記のように表される。 

𝐚 = axx + ayy + azz = axAxA + ayAyA + azAzAより 

𝐚A ≡ (

axA
ayA
azA

) = (

a cosα
a sin α cosβ
a sin α sin β

) ･････････････････････････････････････････････････････････････(1.3-2) 

また、ベクトル𝐚は座標系Ｒでは下記のように表される。 

𝐚 = axx + ayy + azz = axRxR + ayRyR + azRzRより 

𝐚R ≡ (

axR
ayR
azR

) = (

a cosα
a sin α cos(β + φ)

a sin α sin(β + φ)
) 

 

= (

a cosα
a sin α (cosβ cosφ − sin β sinφ)

a sin α (sin β cosφ + cosβ sinφ)
) 

 

= (

axA
ayA cosφ − azA sinφ

azA cosφ + ayA sinφ
) 

 

= (
1 0 0
0 cosφ −sinφ
0 sinφ cosφ

) ⋅ (

axA
ayA
azA

) 

 

= (
1 0 0
0 cosφ −sinφ
0 sinφ cosφ

) ⋅ 𝐚A 

= [φ]1 ⋅ 𝐚
A 

図１.３-１ ベクトルの座標変換 

座標系Ｒをｎ回連続して回転して座標系Ａが得られるものとすると、 

𝐚R = [φ1]i ⋅ 𝐚
A1 

𝐚A1 = [φ2]j ⋅ 𝐚
A2 

⋮ 

𝐚An−1 = [φn]p ⋅ 𝐚
A 

𝐚R = [φ1]i ⋅ [φ2]j⋯[φn]p ⋅ 𝐚
A ･････････････････････････････････････････････････････････････(1.3-3) 

この回転マトリクスは座標系Ｒから見た座標系Ａの方向余弦マトリクスでもあるから、上式は一般的に下記

のように表現できる。 

𝐚R = (xA
R yA

R zA
R) ⋅ 𝐚A = 𝐃A

R ⋅ 𝐚A ････････････････････････････････････････････････････････(1.3-4) 

上記は座標軸ベクトルを用いて下記のように表現することができる。 

𝐚 = (x y z) ⋅ (

ax
ay
az
) = (xR yR zR) ⋅ (

axR
ayR
azR

) = (xA yA zA) ⋅ (

axA
ayA
azA

) より 

 

xR, xA 

φ β 

α 

yA 

zR 

𝐚 

yR 

zA 

ayR  

ayA 

azR 

azA 

axR , axA  

ｏ φ 
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(

axR
ayR
azR

) = (xR yR zR)T ⋅ (xA yA zA) ⋅ (

axA
ayA
azA

) = 𝐃A
R ⋅ (

axA
ayA
azA

) ･･････････････････････････････(1.3-5) 

このように、上記の式（１.３-３）、式（１.３-４）および式（１.３-５）はベクトル𝐚を座標系Ａの座標軸成分で表した量

から座標系Ｒの座標軸成分で表した量に変換するもので、座標変換と呼ばれる。 

同様に、座標系Ａ（ｏ-ｘＡ，ｙＡ，ｚＡ）を回転して得られる座標系を座標系Ｂ（ｏ-ｘＢ，ｙＢ，ｚＢ）としたとき、ベクトル

𝐚は座標系Ａで下記のように表される。 

𝐚A = (xB
A yB

A zB
A) ⋅ 𝐚B = 𝐃B

A ⋅ 𝐚B ････････････････････････････････････････････････････････(1.3-6) 

従って、このような座標変換を繰り返すと、下記のように表現できる。 

𝐚R = 𝐃A
R ⋅ 𝐚A = 𝐃A

R ⋅ 𝐃B
A ⋅ 𝐚B =⋅⋅⋅⋅⋅= 𝐃A

R ⋅ 𝐃B
A ⋅⋅⋅⋅⋅ 𝐃G

F ⋅ 𝐚G ････････････････････････････････････(1.3-7) 

よって、ベクトルの座標変換は一般的に、１.２-（４）項に示した座標系間の回転を表す方向余弦マトリクスを用

いて、下記のように表現される。 

𝐚R = 𝐃G
R ⋅ 𝐚G ：ベクトルの座標変換･････････････････････････････････････････････････････････(1.3-8) 

ここで、 𝐃G
R ：座標系Ｒから見た座標系Ｇの方向余弦マトリクス 

𝐚R ：座標系Ｒから見たベクトル𝐚 

𝐚G ：座標系Ｇから見たベクトル𝐚 

 

1.4  回転マトリクスの合成 

回転マトリクスや方向余弦マトリクスおよび後述する四元数は、四則演算が自由に行える代数系で「体」と

呼ばれる。これらの「体」は乗法において順序が入れ換えられない「非可換体」である。本書ではこれらを「体

（非可換体）」と呼ぶこことする。 

１.２（２）項の回転マトリクスはオイラー角順あるいは固定角順に合成され、下記の３種類の体（非可換体）

が考えられる。なお、固定角は補足５.１項に示した方法でオイラー角から変換できる。 

（１）𝐃R
I = [φ1]i ⋅ [φ2]j⋯[φn]p ：方向余弦マトリクス 

𝐃G
R = 𝐃R

I T ∙ 𝐃G
I  ：方向余弦マトリクス 

上記は座標系の回転とベクトルの座標変換に利用できる。 

（２）(𝐃G
R)
I
= 𝐃G

I ⋅ 𝐃R
I T ：固定角型回転マトリクス 

上記は座標系の回転とベクトルの回転に利用できる。 

（３）(𝐃G
R) = [θn]p⋯[θ2]j ⋅ [θ1]i ：固定角順回転マトリクス 

上記は座標系の回転とベクトルの回転および、ベクトルの座標変換に利用できる。 
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2  姿勢の回転の表現 

2.1  ロドリゲスの回転公式 

任意の３次元直交座標系を(o − e, f, g)とし、座標軸単位ベクトルを e, f, g としたとき、任意のベクトル𝐚は次

のように表される。 

𝐚 = (𝐚 ∙ e)e + (𝐚 ∙ f)f + (𝐚 ∙ g) g = (

𝐚 ∙ e

𝐚 ∙ f
𝐚 ∙ g

) ･････････････････････････････････････････････････(2.1-1)  

このベクトル𝐚はをeは軸回りに角度θはだけ回転したベクトル𝐚′はは次のように表され

る。 

𝐚′ = (
1 0 0
0 cosθ −sinθ
0 sinθ cosθ

) ∙ (

𝐚 ∙ e

𝐚 ∙ f
𝐚 ∙ g

) 

= (

𝐚 ∙ e

0
0
) + cosθ(

0
𝐚 ∙ f
𝐚 ∙ g

) + sinθ(

0
−𝐚 ∙ g

𝐚 ∙ f
) 

図２.１-１ 姿勢の回転 

座標軸単位ベクトル間の外積には次のような関係がある。 
e = f × g

f = g × e

g = e × f

、 

、 

、 

e = −g × f

f = −e × g

g = −f × e

、 

、 

、 

e × e = 𝟎

f × f = 𝟎

g × g = 𝟎

 

 

 

} ：座標軸単位ベクトルの外積関係 

この関係を用いると、上記右辺第 3項のカッコ内は次のように表される。 

e × 𝐚 = e × {(𝐚 ∙ e)e + (𝐚 ∙ f)f + (𝐚 ∙ g) g} = (𝐚 ∙ f)g − (𝐚 ∙ g) f = (

0
−𝐚 ∙ g

𝐚 ∙ f
) 

よって、ベクトル𝐚′は次のように表される。 

𝐚′ = (

𝐚 ∙ e

0
0
) + cosθ{(

𝐚 ∙ e

𝐚 ∙ f
𝐚 ∙ g

) − (

𝐚 ∙ e

0
0
)} + sinθ(

0
−𝐚 ∙ g

𝐚 ∙ f
) 

= (𝐚 ∙ e)e + cosθ{𝐚 − (𝐚 ∙ e)e} + sinθ(e × 𝐚) ････････････････････････････････････････････(2.1-2) 

ここで、ベクトル３重積 𝐚 × (𝐛 × 𝐜) = (𝐚 ⋅ 𝐜)𝐛 − (𝐚 ⋅ 𝐛)𝐜 を変形して (𝐛 ⋅ 𝐚)𝐜 = (𝐚 ⋅ 𝐜)𝐛 − 𝐚 × (𝐛 × 𝐜) 

さらに、座標軸単位ベクトルが正規直交基底のベクトルなので次の内積の関係が成り立ち、これを用いて式

(2.1-2)を変形すると、 

e ∙ e = 1、 f ∙ f = 1、 g ∙ g = 1、 e ∙ f = 0、 e ∙ g = 0、 f ∙ g = 0 ：座標軸単位ベクトルの内積関係 

(𝐚 ⋅ e)e = (e ⋅ e)𝐚 − e × (𝐚 × e) = (e ⋅ e)𝐚 + e × (e × 𝐚) = 𝐚 + [e ×]
2
⋅ 𝐚 となるから、 

𝐚′ = 𝐚 + [e ×]
2
⋅ 𝐚 + cosθ {𝐚 − 𝐚 − [e ×]

2
⋅ 𝐚} + sin θ [e ×] ⋅ 𝐚 

= 𝐚 + (1 − cosθ)[e ×]
2
⋅ 𝐚 + sin θ [e ×] ⋅ 𝐚 

= {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cos θ)[e ×]
2
} ⋅ 𝐚 ･･･････････････････････････････････････････････(2.1-3) 

ここで、𝟏 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ：単位マトリクス 

e = (

ex
ey
ez
) ：回転軸ベクトル 

[e ×] = (

0 −ez ey
ez 0 −ex
−ey ex 0

)  ：歪対象マトリクス（skew symmetric matrix） ･･･････････････(2.1-4) 

θ 𝐚′ 𝐚 

e 

g 

f 
o 
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[e ×]
2
= (

0 −ez ey
ez 0 −ex
−ey ex 0

) ⋅ (

0 −ez ey
ez 0 −ex
−ey ex 0

) = (

−ey
2 − ez

2 eyex ezex

exey −ez
2 − ex

2 ezey

exez eyez −ex
2 − ey

2

) 

 

= (

ex
2 − 1 eyex ezex

exey ey
2 − 1 ezey

exez eyez ez
2 − 1

) = (

ex
2 eyex ezex

exey ey
2 ezey

exez eyez ez
2

)− 𝟏 ･････････････････(2.1-5) 

この式（２.１-３）はロドリゲスの回転公式と呼ばれる。 

 

2.2  回転ベクトル 

(１)  オイラー軸 

回転軸ベクトルeは次の条件を満たすベクトルで、図２.１-１の 𝐚 − 𝐚′ 面の２等分線を含み 𝐚 − 𝐚′ 面に垂

直な面内にある。 

e ⋅ 𝐚 = e ⋅ 𝐚′ ･･････････････････････････････････････････････････････････････････････････････(2.2-1) 

基準の慣性座標系Ｉを(x, y, z)とし、e軸周りに角度θだけ回転して得られる回転座標系Ｂを(xB, yB, zB)とし、

上記の式の𝐚及び𝐚′に座標軸単位ベクトルを順次代入すると次式が得られる。 

e ⋅ x = e ⋅ xB 、 e ⋅ y = e ⋅ yB 、 e ⋅ z = e ⋅ zB ･････････････････････････････････････････････(2.2-2) 

従って、eは軸はそれぞれ x − xBは面、 y − yBは面、 z − zBは面に垂直なベクトルであるから、それら３平面に垂直

なベクトルを求めて正規化（単位ベクトルに）して、次のように表すことができる。 

e =
(x − xB) × (y − yB) + (y − yB) × (z − zB) + (z − zB) × (x − xB)

|(x − xB) × (y − yB) + (y − yB) × (z − zB) + (z − zB) × (x − xB)|
 ･････････････････････(2.2- 3) 

ゆえに、式（2.2-2）を同時に満たすe軸は基準座標系Ｉと回転座標系Ｂが等しくないときには必ず存在し、こ

れをオイラー軸と呼び、その周りの回転角θとで回転体の３軸周りの回転を表現する。 

式（2.2-2）をまとめて表現し、慣性座標系Ｉが標準基底の座標軸として(x y z) = [𝟏]はとなるのを代入すると、 

(x y z)T ⋅ e = (xB yB zB)T ⋅ e 

e = (xB yB zB)T ⋅ e = (𝐃B
I )
T
⋅ e = 𝐃I

B ⋅ e 

e = 𝐃I
B ⋅ e ：e軸の慣性座標系Ｉから回転座標系Ｂへの座標変換･･･････････････････････････････(2.2-4) 

 

(２)  回転ベクトル 

慣性座標系Ｉを(x, y, z)とし、その座標系を回転軸ベクトルe周りに角度θだけ回転して得られる回転座標系

Ｂを(xB, yB, zB)としたとき、ロドリゲスの回転公式（２.１-3）の𝐚及び𝐚
′にそれぞれの座標軸単位ベクトルを順次

代入すると、慣性座標系Ｉから回転座標系Ｂへの回転を表す式が次のように得られる。 

(xB yB zB) = {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cos θ)[e ×]
2
} ⋅ (x y z) = 𝐃B

I ⋅ (x y z) ･････････(2.2-5) 

𝐃B
I = {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cosθ)[e ×]

2
} ：回転マトリクス･･･････････････････････････････････(2.2-6) 

ここで、慣性座標系Ｉを表すマトリクス(x y z)は単位マトリクス[𝟏]となって省略して表記できるので、式

（2.2-5）の回転マトリクスは慣性座標系Ｉから見た回転座標系Ｂの方向余弦マトリクスを表し、その各列は回転

座標系Ｂ(xB, yB, zB)の各軸単位ベクトルを表す。 

x = (
1
0
0
)、 y = (

0
1
0
)、 z = (

0
0
1
) ：慣性座標系各軸単位ベクトル 

𝐃B
I = (xB yB zB) = (

d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

) ：慣性座標系Ｉから見た回転座標系Ｂの方向余弦マトリクス 
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式（2.2-6）の回転マトリクスを展開して、 

𝐃B
I ≡ (xB yB zB) = {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cos θ)[e ×]

2
} 

= (

1 + (1 − c)(ex
2 − 1) (1 − c)eyex − sez (1 − c)ezex + sey

(1 − c)exey + sez 1 + (1 − c)(ey
2 − 1) (1 − c)ezey − sex

(1 − c)exez − sey (1 − c)eyez + sex 1 + (1 − c)(ez
2 − 1)

) 

 

= (

c + (1 − c)ex
2 (1 − c)eyex − sez (1 − c)ezex + sey

(1 − c)exey + sez c + (1 − c)ey
2 (1 − c)ezey − sex

(1 − c)exez − sey (1 − c)eyez + sex c + (1 − c)ez
2

) ････････････････････････(2.2-7) 

ここで、 

e ≡ (

ex
ey
ez
) = exx + eyy + ezz = exxB + eyyB + ezzB = eB ：オイラー軸････････････････････････(2.2-8) 

θ ：オイラー軸周りの回転角 

s = sin θ 、 c = cos θ 

 

上記のオイラー軸とその周りの回転角を用いて、下記の回転ベクトルを定義することができる。 

𝛉 ≡ (

θx
θy
θz

) = θe ：回転ベクトル ････････････････････････････････････････････････････････････(2.2-9) 

ここで、e ：オイラー軸ベクトル 

θ ：オイラー軸周りの回転角 

オイラー軸ベクトルは、上記の回転ベクトルを用いて下記のように表すことができる。 

e ≡ (

ex
ey
ez
) =

𝛉

|𝛉|
=
𝛉

θ
=

(

 
 

θx
θ⁄

θy
θ
⁄

θz
θ⁄ )

 
 

 ･･････････････････････････････････････････････････････････(2.2- 10) 

式（2.2-9）を式（2.2-7）に代入すると、回転ベクトルによって座標系の方向余弦マトリクスを表すことができる。 

𝐃B
I ≡ (

d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

) = {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cos θ)[e ×]
2
} = {𝟏 +

sin θ

θ
[𝛉 ×] +

1 − cosθ

θ2
[𝛉 ×]2} 

 

=

(

 
 
 

c +
1 − c

θ2
θx
2 1 − c

θ2
θyθx −

s

θ
θz

1 − c

θ2
θzθx +

s

θ
θy

1 − c

θ2
θxθy +

s

θ
θz c +

1 − c

θ2
θy

2 1 − c

θ2
θzθy −

s

θ
θx

1 − c

θ2
θxθz −

s

θ
θy

1 − c

θ2
θyθz +

s

θ
θx c +

1 − c

θ2
θz
2

)

 
 
 

 ･･････････････････････････(2.2- 11) 

上記から、方向余弦と回転ベクトルの関係が次式で表すことができる。 

cosθ =
d11 + d22 + d33 − 1

2
 ･･････････････････････････････････････････････････････････････(2.2- 12) 

sin θ =
√(d32 − d23)2 + (d13 − d31)2 + (d21 − d12)2

2
 ･･････････････････････････････････････(2.2- 13) 

𝛉 ≡ (

θx
θy
θz

) =
θ

2 sin θ
(

d32 − d23
d13 − d31
d21 − d12

)  ：回転ベクトル ･･････････････････････････････････････････(2.2- 14) 

 

(３)  回転ベクトルの微係数 

次に、慣性座標系に対する回転座標系の回転角速度を次のように表す。 
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𝛚B = ωxBxB +ωyByB +ωzBzB ･･････････････････････････････････････････････････････････（2.2-15） 

オイラー軸eは式（2.2-4）を変形して次のようにも表されるから、 

e = 𝐃B
I ⋅ eB ･････････････････････････････････････････････････････････････････････････････（2.2-16） 

これを微分して 

ė = 𝐃̇B
I ⋅ eB +𝐃B

I ⋅ ėB = 𝐃B
I ⋅ [ωB ×] ⋅ eB +𝐃B

I ⋅ ėB = 𝐃B
I ⋅ (𝛚B × eB + ėB) 

ここで、単位ベクトルの微分値は単位ベクトルにはならないので、表現を次のように書き換えて、 

𝐞̇ = 𝐃̇B
I ⋅ eB +𝐃B

I ⋅ 𝐞̇B = 𝐃B
I ⋅ [ωB ×] ⋅ eB +𝐃B

I ⋅ 𝐞̇ = 𝐃B
I ⋅ (𝛚B × eB + 𝐞̇) ･･･････････････････（2.2-17） 

ここで、e = eBであるから上式を変形すると、 

(𝐃B
I )
T
∙ 𝐞̇ = 𝛚B × e + 𝐞̇ 

(𝐃B
I )
T
∙ 𝐞̇ − 𝐞̇ = 𝛚B × e 

{𝟏 − (𝐃B
I )
T
} ∙ 𝐞̇ = e × 𝛚B  これに式（2.2-6）を代入して、 

[𝟏 − {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cosθ)[e ×]
2
}
T

] ∙ 𝐞̇ = e × 𝛚B 

[𝟏 − {𝟏 + sin θ [e ×]
T
+ (1 − cosθ) ([e ×]

2
)
T

}] ∙ 𝐞̇ = e × 𝛚B 

{sin θ [e ×] − (1 − cosθ)[e ×]
2
} ∙ 𝐞̇ = e × 𝛚B 

sin θ (e × 𝐞̇) − (1 − cosθ)e × (e × 𝐞̇) = e × 𝛚B 

ベクトル３重積 𝐚 × (𝐛 × 𝐜) = (𝐚 ⋅ 𝐜)𝐛 − (𝐚 ⋅ 𝐛)𝐜 より、 

sin θ (e × 𝐞̇) − (1 − cosθ){(e ⋅ 𝐞̇)e − (e ⋅ e)𝐞̇} = e × 𝛚B 

さらに、ベクトルeが一定の大きさ 1なので変化率𝐞̇がeに垂直になることから e ⋅ 𝐞̇ = 0 、e ⋅ e = 1 より、 

sin θ (e × 𝐞̇) + (1 − cosθ)𝐞̇ = e × 𝛚B 

{(1 − cos θ)𝟏 + sin θ [e ×]} ∙ 𝐞̇ = [e ×] ∙ 𝛚B 

𝐞̇ = {(1 − cosθ)𝟏 + sin θ [e ×]}
−1
∙ [e ×] ∙ 𝛚B 

= (

1 − cosθ − sin θ ez sin θ ey
sin θ ez 1 − cosθ − sin θ ex
−sin θ ey sin θ ex 1 − cosθ

)

−1

⋅ [e ×] ⋅ 𝛚B    ここで、ｓ＝ｓｉｎθ、ｃ＝ｃｏｓθ とおいて、 

=
1

2(1 − c)2
(

(1 − c)2 + s2ex
2 s2exey + s(1 − c)ez s2exez − s(1 − c)ey

s2exey − s(1 − c)ez (1 − c)2 + s2ey
2 s2eyez + s(1 − c)ex

s2exez + s(1 − c)ey s2eyez − s(1 − c)ex (1 − c)2 + s2ez
2

) ⋅ (

0 −ez ey
ez 0 −ex
−ey ex 0

) ⋅ 𝛚B 

 

=
1

2(1 − c)2
(

s(1 − c)(ey
2 + ez

2) −s(1 − c)exey − (1 − c)
2ez −s(1 − c)exez + (1 − c)

2ey

−s(1 − c)exey + (1 − c)
2ez s(1 − c)(ez

2 + ex
2) −s(1 − c)eyez − (1 − c)

2ex

−s(1 − c)exez − (1 − c)
2ey −s(1 − c)eyez + (1 − c)

2ex s(1 − c)(ex
2 + ey

2)

) ⋅ 𝛚B 

 

=
1

2(1 − c)
(

s(ey
2 + ez

2) −sexey − (1 − c)ez −sexez + (1 − c)ey

−sexey + (1 − c)ez s(ez
2 + ex

2) −seyez − (1 − c)ex

−sexez − (1 − c)ey −seyez + (1 − c)ex s(ex
2 + ey

2)

) ⋅ 𝛚B 

 

=
1

2(1 − c)
{(1 − c)(

0 −ez ey
ez 0 −ex
−ey ex 0

)− s(

ex
2 − 1 exey exez

exey ey
2 − 1 eyez

exez eyez ez
2 − 1

)} ⋅ 𝛚B 

=
1

2(1 − c)
{(1 − c)[e ×] − s[e ×]

2
} ⋅ 𝛚B 

 

=
1

2
{[e ×] −

s

1 − c
[e ×]

2
} ⋅ 𝛚B 

 

ここで 
s

1 − c
= cot

θ

2
 より 

𝐞̇ =
1

2
{[e ×] − cot

θ

2
[e ×]

2
} ⋅ 𝛚B ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.2- 18) 
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また、オイラー軸周りの回転ベクトルの微係数は、オイラー軸の定義より下記で表される。 

θ̇ = 𝛚B ⋅ e ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・･･・・・・・(2.2-19) 

 

オイラー軸は θ＝0 に特異点を持ち、その時のオイラー軸とその周りの回転角並びにその微係数は下記と

見なすことができる。 

e =
ωB
|ωB|

、  θ = 0、  𝐞̇ = 𝟎、  θ̇ = |𝛚B| ･････････････････････････････････････････････････････(2.2- 20) 

式（2.2-９）の回転ベクトルの微分は、式（2.2-1９）及び式（2.2-1８）を代入して 

𝛉̇ = θ̇e + θė 

= (𝛚B ⋅ e)e + θ {
1

2
([e ×] − cot

θ

2
[e ×]

2
) ⋅ 𝛚B} 

右辺第１項にベクトル３重積 𝐚 × (𝐛 × 𝐜) = (𝐚 ⋅ 𝐜)𝐛 − (𝐚 ⋅ 𝐛)𝐜 = (𝐚 ⋅ 𝐜)𝐛 − (𝐛 ⋅ 𝐚)𝐜 を適用して 
 

𝛉̇ = (e ⋅ e)𝛚B − e × (𝛚B × e) +
θ

2
(e × 𝛚B − cot

θ

2
e × (e × 𝛚B)) 

 

= 𝛚B + e × (e × 𝛚B) +
θ

2
(e ×𝛚B − cot

θ

2
e × (e × 𝛚B)) 

 

= 𝛚B +
θ

2
(e × 𝛚B) + (1 −

θ

2
cot

θ

2
) {e × (e × 𝛚B)} 

ここでオイラー軸を回転ベクトルに直すと下記のように表される。 

𝛉̇ = 𝛚B +
1

2
(𝛉 × 𝛚B) +

1

θ2
(1 −

θ

2
cot

θ

2
) {𝛉 × (𝛉 × 𝛚B)} 

 

= 𝛚B +
1

2
(𝛉 × 𝛚B) +

1

θ2
(1 −

θ sin θ

2(1 − cosθ)
) {𝛉 × (𝛉 × 𝛚B)} 

 

= {𝟏 +
1

2
[𝛉 ×] +

1

θ2
(1 −

θ sin θ

2(1 − cos θ)
) [𝛉 ×]2} ⋅ 𝛚B ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.2- 21) 

 

上記の右辺第２項以降は非可換な角速度（Non Commutativity rate）と呼ばれ、回転座標系の回転角速度

𝛚Bが回転ベクトル𝛉と並行でない（両ベクトルの外積がゼロでない）ときに

発生するので、回転ベクトル𝛉の初期値が異なると回転角速度𝛚Bが同じ

でも上式（2.2-2１）の積分は異なる結果となる。従って、式（2.2-2１）は過

去の回転の結果が現在の回転に影響を与えるため、回転の時間的順序

が変更できないことを意味しており、右図のベクトルa（座標系の一つの軸

ベクトルとする）が経路Ｒ１を通ってベクトルbへ回転してから経路Ｒ２を通

って元の位置のベクトルaへ戻った場合と、逆に先に経路Ｒ２を通ってから

経路Ｒ１を通って元のベクトルaへ戻った場合とでは、ベクトルa周りの回転

（座標系の回転）が異なることを意味している。 

 

2.3  コーニング運動 

慣性座標系Ｉを（ｏ－ｘ，ｙ，ｚ）として回転座標系Ｂを（ｏ－ｘＢ，ｙＢ，ｚＢ）としたとき、慣性座標系から見た回転

座標系の回転は式（2.2-21）の回転ベクトルで表されるから、この式から逆に回転座標系の各軸周りの回転

角速度を求めると下記で表される。 

𝛚B = {𝟏 +
1

2
[𝛉 ×] +

1

θ2
(1 −

θ sin θ

2(1 − cosθ)
) [𝛉 ×]2}

−1

⋅ 𝛉̇ ･･････････････････････････････････(2.3- 1) 

a 

b R1 

R2 
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この逆マトリクスを補足５.２項に示したように解いて下記のように求められる。 

𝛚B = {𝟏 −
1 − cosθ

θ2
[𝛉 ×] +

1

θ2
(1 −

sin θ

θ
) [𝛉 ×]2} ⋅ 𝛉̇ ･･････････････････････････････････････(2.3- 2) 

ここで、𝛚B = ωxBxB +ωyByB +ωzBzB 

 

慣性座標系に対して回転座標系が下記で定義されるコーニング運動を行っているとするとする。 

𝛉 = θyy + θzz = θ sinΩ ty + θ cosΩ tz = θ(
0

sinΩ t
cosΩ t

) ･･･････････････････････････････････････(2.3-3) 

 

𝛉̇ = θ̇yy + θ̇zz = θΩ cosΩ ty − θΩ sinΩ tz = θΩ(
0

cosΩ t
− sinΩ t

) ････････････････････････････････(2.3-4) 

ここで、 θ ：コーニング半頂角 

Ω ：コーニング角速度 

このとき、回転座標系の各軸周りの回転角速度は式（2.3-2）に式（2.3-3）及び式（2.3-4）を代入して下記で

表される。 

𝛚B = {𝟏 −
1 − cosθ

θ2
θ(

0 −cosΩ t sinΩ t
cosΩ t 0 0
− sinΩ t 0 0

)  

 

+
1

θ2
(1 −

sin θ

θ
) θ2 (

−1 0 0
0 sin2Ω t − 1 sinΩ tcosΩ t
0 sinΩ tcosΩ t cos2Ω t − 1

)} ⋅ θΩ(
0

cosΩ t
− sinΩ t

) 

 

= θΩ(
0

cosΩ t
− sinΩ t

) − (1 − cosθ)Ω(
−cos2Ω t − sin2Ω t

0
0

) 

 

+θΩ(1 −
sin θ

θ
)(

0
cosΩ t sin2Ω t − cosΩ t − sin2Ω tcosΩ t
sin Ω tcos2Ω t − sinΩ t cos2Ω t + sinΩ t

)  

 

= θΩ(
0

cosΩ t
− sinΩ t

) − (1 − cosθ)Ω(
−1
0
0
) + θΩ(1 −

sin θ

θ
)(

0
−cosΩ t
sinΩ t

) 

  

= Ω(
1 − cosθ
sin θ cosΩ t
−sin θ sinΩ t

)   ･････････････････････････････････････(2.3- 5) 

コーニング半頂角θが微小角なら、 

𝛚B ≒ Ω(

θ2

2
θ cosΩ t
−θ sinΩ t

) 

 

ωxB ≒
1

2
θ2Ω 

図２.３-１ コーニング運動 

従って、回転座標系ｘＢ軸周りには回転を与えていないのに上記で示される一定の角速度が発生すること

になる。これはコーニングドリフトと呼ばれ、サーボテーブルにジャイロを搭載し、図２.３-１のようにサーボテー

ブルの２軸に式（２.３-２）の角振動を与えると、そのジャイロは式（２.３-５）の角速度を検知して出力することと

なる。 

上記の式（２.３-５）によれば、コーニングドリフトは図２.３-１に示した単位ベクトルxB軸の先端が描く円の面

積(πθ2)に比例することが分かる。 

ｘ 

ｙ 

ｚ 

θ 

xB 

yB 

zB 
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3  姿勢の計算法 

3.1  姿勢の表現方法 

宇宙飛行体の姿勢は、宇宙飛行体に固定した座標系（ここでは機体座標系と呼ぶ）を定義し、1.１項に示

したように、基準となる座標系（ここでは慣性座標系と呼ぶ）から見た機体座標系の方向余弦マトリクスとして

表される。但し、方向余弦マトリクスは９個の要素から成って計算量が比較的多いので、姿勢を求める航法計

算においては、要素数を減らした各種の方法が下記の表のように考案されている。 
 

表３.１-１ 姿勢の表現方法 

名称 
パラメ

ータ数 

特異

点 
特徴 

方向余弦マトリクス ９ 無し 

９パラメータ（３つの座標軸ベクトル）のうち、６パラメータ（２つ

の座標軸ベクトル）を先ず求め、他の３パラメータ（残り１つの座

標軸ベクトル）はベクトルの外積により求める。 

オ
イ
ラ
ー
角 

３ジンバル 

オイラー角 
３ 有り 

３ジンバル機構における隣り合うジンバル間の相対角であ

り、中間のジンバルが－９０度回転した位置と＋９０度回転した

位置に特異点がある。中間ジンバルがこの特異点の位置に来

た状態をジンバル･ロックと呼び、３つのジンバル軸が同一平面

に並んで、自由度が一つ無くなっている。 

４ジンバル 

オイラー角 
４ 無し 

３ジンバル機構におけるジンバル･ロックを無くすため、もう１

つのジンバルを追加して４ジンバル機構としたものである。通常

は３ジンバルで運用しジンバル･ロックが発生する状態になる

と、最外ジンバルが急速に１８０度反転してジンバル･ロックの発

生を回避する。この最外ジンバルの１８０度反転はジンバルフリ

ップと呼ばれる。 

Ｈ-Ｉロケット用プラットフォーム型慣性センサ･ユニットで採用

された。補足５.３項に概要を示す。 

四
元
数
と
そ
の
仲
間
た
ち 

四元数 

（クォータニオン、 

オイラー･ 

パラメータ） 

４ 無し 

姿勢の回転はオイラー軸ベクトルとその回りの回転角を用い

て、１つのスカラー量と１つのベクトル量より成る数として表すこ

とができるので、四元数（クォータニオン）という超複素数の実数

部にスカラー量を、３種の虚数単位から成る虚数部にベクトル

量を対比させ、その四元数の４つの実係数を求める方法であ

る。 

ギブス･ベクター ３ 有り 

四元数の実数部が常に１となるように変形した方法で、オイラ

ー軸回りの回転角が±１８０度の位置に特異点がある。宇宙科

学研究所のＭ-ⅢＳ２型ロケットの姿勢基準装置に採用され、Ｊ-Ｉ

ロケットではそれを引き継いで使用した。 

ケーリー･クライン 

（ケーリー数） 

４ 

（複素

数） 

無し 

２行２列の４個のマトリクスが四元数の実数部と超複素数に対

応して演算規則を実現しており、それらマトリクスの４つの要素

は 1 と 0 と通常の複素数𝑖で構成されている。４個のマトリクスの

実係数は四元数の実係数に対応し、計算は複素数演算で行

う。 
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3.2  方向余弦マトリクス 

(１)  方向余弦マトリクスの微係数 

慣性座標系Ｉを（ｏ-ｘ，ｙ，ｚ）、回転座標系Ｂを（ｏ-ｘＢ，ｙＢ，ｚＢ）とし、慣性座標系Ｉから見た回転座標系Ｂの方

向余弦マトリクスは式（１.１-１１）に示したように、下記で表される。 

𝐃B
I = (x y z)T ⋅ (xB yB zB) = (

xB ⋅ x yB ⋅ x zB ⋅ x

xB ⋅ y yB ⋅ y zB ⋅ y

xB ⋅ z yB ⋅ z zB ⋅ z
) 

= (

xBx yBx zBx
xBy yBy zBy
xBz yBz zBz

) = (xB
I yB

I zB
I ) = (xB yB zB) = (

d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

) ････････････(3.2-1) 

また、慣性座標系に対する回転座標系の回転角速度は次式で表される。 

𝛚B = ωxBxB +ωyByB +ωzBzB ････････････････････････････････････････････････････････････(3.2-2) 

このとき、回転座標系の各軸ベクトルの微係数は、コリオリの表記を用いて次式で表される。ここで、回転座

標系から見た回転座標系軸ベクトルの微係数はゼロである。 

ẋB = 𝛚B × xB + (ẋB)
B
= 𝛚B × xB = ωzByB −ωyBzB

ẏB = 𝛚B × yB + (ẏB)
B
= 𝛚B × yB = ωxBzB −ωzBxB

żB = 𝛚B × zB + (żB)
B
= 𝛚B × zB = ωyBxB −ωxByB

 

 

 

} ････････････････････････････････････(3.2-3) 

 

これらをまとめると、方向余弦マトリクスの微係数は下記のように表される。 

(ẋB ẏB żB) = (xB yB zB) ⋅ (

0 −ωzB ωyB
ωzB 0 −ωxB
−ωyB ωxB 0

) = (xB yB zB) ⋅ [𝛚B ×] 

𝐃̇B
I = 𝐃B

I ⋅ [𝛚B ×] ････････････････････････････････････････････････････････････････････････(3.2-4) 

 

(２)  角度増分に基づく方向余弦マトリクスの更新 

一般に、微分可能な関数は、次のようなテーラー級数に展開できる。 

f(x) = f(x−h) + hf(x−h)
′ +

h2

2!
f(x−h)
′′ +

h3

3!
f(x−h)
′′′ +⋅⋅⋅⋅⋅ +

hn

n!
f(x−h)
(n)

 ･････････････････････････････････(3.2-5) 

ここで𝛚B一定と見なせる微小時間における方向余弦マトリクスのｎ次微分は、式（３.２-４）より次のように表さ

れる。 
dn

dtn
(𝐃B

I ) =
dn−1

dtn−1
(𝐃B

I ) ⋅ [𝛚B ×] =
dn−2

dtn−2
(𝐃B

I ) ⋅ [𝛚B ×]
2 =⋅⋅⋅⋅⋅= 𝐃B

I ⋅ [𝛚B ×]
n ･･････････････････(3.2-6) 

よって、微小時間を ΔＴ、現時点をｋ、現時点より ΔＴ前の時点をｋ－１としたとき、方向余弦マトリクスは次のテ

ーラー級数で表される。 

𝐃B,k
I = 𝐃B,k−1

I + ΔT𝐃̇B,k−1
I +

ΔT2

2!
𝐃̈B,k−1
I +

ΔT3

3!
𝐃⃛B,k−1
I +⋅⋅⋅⋅⋅ +

ΔTn

n!

dn

dtn
(𝐃B

I )
k−1

+⋅⋅⋅ 

= 𝐃B,k−1
I + ΔT𝐃B,k−1

I ⋅ [𝛚B,k−1 ×] +
ΔT2

2!
𝐃B,k−1
I ⋅ [𝛚B,k−1 ×]

2
+⋅⋅⋅⋅⋅ +

ΔTn

n!
𝐃B,k−1
I ⋅ [𝛚B,k−1 ×]

n
+⋅⋅⋅ 

= 𝐃B,k−1
I ⋅ (𝟏 + ΔT[𝛚B,k−1 ×] +

ΔT2

2!
[𝛚B,k−1 ×]

2
+⋅⋅⋅⋅⋅ +

ΔTn

n!
[𝛚B,k−1 ×]

n
+⋅⋅⋅⋅⋅) 

= 𝐃B,k−1
I ⋅ eΔT[𝛚B,k−1×] ･･･････････････････････････････････････････････････････････････(3.2- 7) 

ここでマトリクス指数関数eΔT[𝛚B,k−1×]は推移マトリクスと呼ばれ、ｋ－１時点からｋ時点までの ΔＴ間の推移を表

している。 
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座標系を順番に回転させて得られる方向余弦マトリクスは式(1.2-１８)に示したように、次のように表される。 

𝐃B,k
I = 𝐃B,k−1

I ⋅ 𝐃B,k
B,k−1 ････････････････････････････････････････････････････････････････････(3.2-8) 

ここで𝐃B,k
B,k−1は式（３.２-７）の推移マトリクスと同じで、ｋ－１時点からｋ時点までの ΔＴ間の回転座標系Ｂの回

転を表しており、その回転ベクトルは次式で表される。 

Δ𝛉 = (

Δθx
Δθy
Δθz

) ･････････････････････････････････････････････････････････････････････････････(3.2-9) 

また、𝐃B,k
B,k−1は座標系（Ｂ,k-1）を基準の座標系としたときの座標系（Ｂ,k）の方向余弦マトリクスであって、上記

の回転ベクトルで式（２.２-１１）のように表されるので、回転後の方向余弦マトリクスは下記となる。 

𝐃B,k
I = 𝐃B,k−1

I ⋅

(

 
 
 

c +
1 − c

Δθ2
Δθx

2 1 − c

Δθ2
ΔθyΔθx −

s

Δθ
Δθz

1 − c

Δθ2
ΔθzΔθx +

s

Δθ
Δθy

1 − c

Δθ2
ΔθxΔθy +

s

Δθ
Δθz c +

1 − c

Δθ2
Δθy

2 1 − c

Δθ2
ΔθzΔθy −

s

Δθ
Δθx

1 − c

Δθ2
ΔθxΔθz −

s

Δθ
Δθy

1 − c

Δθ2
ΔθyΔθz +

s

Δθ
Δθx c +

1 − c

Δθ2
Δθz

2

)

 
 
 

 

  

= 𝐃B,k−1
I ⋅ (

c + cnΔθx
2 cnΔθyΔθx − snΔθz cnΔθzΔθx + snΔθy

cnΔθxΔθy + snΔθz c + cnΔθy
2 cnΔθzΔθy − snΔθx

cnΔθxΔθz − snΔθy cnΔθyΔθz + snΔθx c + cnΔθz
2

) ････････････(3.2-10) 

 

ここで、Δθ = |Δ𝛉| = √Δθx
2 + Δθy

2 + Δθz
2 

c  = cosΔ θ  

sn =
sinΔ θ

Δθ
 ･････････････････････････････････････････････････････････････････････････････(3.2- 11) 

 

cn =
1 − cosΔ θ

Δθ2
 ････････････････････････････････････････････････････････････････････････(3.2- 12) 
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3.3  オイラー角 

オイラー角による姿勢計算は、一般には３ジンバルオイラー角が用いられる。Ｈ-Ｉロケットにおいては、３ジ

ンバルオイラー角が有する特異点（ジンバルロックと称される）を回避できる４ジンバルオイラー角の慣性セン

サ装置が採用された。４ジンバルオイラー角については補足５.３項で概説する。 

 

(１)  方向余弦マトリクスとオイラー角 

慣性座標系Ｉを（ｏ-ｘ，ｙ，ｚ）、回転座標系Ｂを（ｏ-ｘＢ，ｙＢ，ｚＢ）と

したとき、座標系Ｉをｘ軸周りに角度 θ１回転させ、新しくできた座

標系（ｏ-ｘ，ｙ’，ｚ’）のｙ’軸周りに角度 θ２回転させ、さらに新しくで

きた座標系（ｏ-ｘ”’，ｙ’，ｚ”）のｚ”軸周りに角度 θ３回転させてでき

た座標系を座標系Ｂとすると、座標系Ｉから見た座標系Ｂの方向

余弦マトリクスは１.２-（４）項に示したように、下記で表される。 

(xB yB zB) = (x y z) ⋅ [θ1]1 ⋅ [θ2]2 ⋅ [θ3]3 ･･(3.3-1) 

𝐃B
I ≡ (x y z)T ⋅ (xB yB zB) 

  = [θ1]1 ⋅ [θ2]2 ⋅ [θ3]3 ････････････････････････(3.3-2) 

このように、２つの座標系の関係を３回の回転で表したとき、この

３つの角度はオイラー角と呼ばれる。 

図３.３-１ オイラー角 

上記の回転の順序は任意に選べるから、一般的には方向余弦マトリクスはオイラー角を用いて下記で表さ

れる。 

𝐃B
I ≡ (

d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

) = [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k ･･････････････････････････････････････････････(3.3-3) 

ここでｉ、ｊ、ｋは何番目の座標軸で回転させるかを表し、それぞれ１、２、３の何れかを示す。 

それらの組み合わせは、隣同士が異なるものが３×２×２＝１２通りあり、式（３.３-３）を展開するとオイラー角か

ら方向余弦マトリクスへの変換式が得られ、それらを表３.３-１に示す。 

また、逆方向に、方向余弦マトリクスからオイラー角への変換は、表３.３-１の方向余弦マトリクスから回転順

のオイラー角として表３.３-２のように求められる。回転順のオイラー角を座標軸順に並べ替えたオイラー角は

表３.３-３のように求められる。なお、ここでは慣性座標系Ｉ（ｏ-ｘ，ｙ，ｚ）を基準として回転座標系Ｂ（ｏ-ｘＢ，ｙＢ，ｚ

Ｂ）への回転を表すオイラー角としているが、任意の基準座標系と任意の回転座標系に読み替えても良い。 

 

ｘ、ｘ’ 

ｙＢ 

θ２ 

θ１ 

ｙ 

ｚ 
ｏ 

θ３ 
ｘＢ 

ｚ”、ｚＢ 

ｘ” 

ｚ’ 

θ１ 

θ１ 

θ２ 

θ２ 

θ３ 

θ３ 
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表３.３-１ オイラー角から方向余弦マトリクスへの変換 

No. ｉ、ｊ、ｋ 方向余弦マトリクス 𝐃B
I = [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k 

１ １、２、３ 

cθ2  cθ3  

sはθ1  sθ2  cθ3 +  cθ1  sθ3  

-  cθ1  sθ2  cθ3 +  sθ1  sθ3  

- cθ2  sθ3  

- sθ1  sθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

cθ1  sθ2  sθ3 +  sθ1  cθ3  

sθ2  

- sθ1  cθ2  

cθ1  cθ2  

２ ２、３、１ 

cθ1  cθ2  

sはθ2  

- sθ1  cθ2  

- cθ1  sθ2  cθ3 +  sθ1  sθ3  

cθ2  cθ3  

sθ1  sθ2  cθ3 +  cθ1  sθ3  

cθ1  sθ2  sθ3 +  sθ1  cθ3  

- cθ2  sθ3  

-  sθ1  sθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

３ ３、１、２ 

- sはθ1  sθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

cθ1  sθ2  sθ3 +  sθ1  cθ3  

- cθ2 sθ3  

- cθ2  sθ3  

cθ1  cθ2  

sθ2  

sはθ1  sθ2  cθ3 +  cθ1  sθ3  

- cθ1  sθ2  cθ3 +  sθ1  sθ3  

cθ2 cθ3  

４ ３、２、１ 

cθ1  cθ2  

sθ1  cθ2  

-  sθ2  

cθ1  sθ2  sθ3 - sθ1  cθ3  

sθ1  sθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

cθ2  sθ3  

cθ1  sθ2  cθ3 +  sθ1  sθ3  

sはθ1  sθ2  cθ3 - cθ1  sθ3  

cθ2  cθ3  

５ １、３、２ 

cθ2  cθ3  

cθ1  sθ2  cθ3 +  sθ1  sθ3  

sθ1  sθ2  cθ3 -  cθ1  sθ3  

- sはθ2  

cθ1  cθ2  

sθ1  cθ2  

cθ2  sθ3  

cθ1  sθ2  sθ3 -  sθ1  cθ3  

sθ1  sθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

６ ２、１、３ 

sθ1  sθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

cθ2  sθ3  

cθ1  sθ2  sθ3 -  sθ1  cθ3  

sθ1  sθ2  cθ3 -  cθ1  sθ3  

cθ2  cθ3  

cθ1  sθ2  cθ3 +  sθ1  sθ3  

sθ1  cθ2  

- sθ2  

cθ1  cθ2  

７ １、２、１ 

cθ2  

sθ1  sθ2  

- cθ1  sθ2  

sθ2  sθ3  

- sθ1  cθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

cθ1  cθ2  sθ3 +  sθ1  cθ3  

sθ2  cθ3  

- sθ1  cθ2  cθ3 -  cθ1  sθ3  

cθ1  cθ2  cθ3 -  sθ1  sθ3  

８ ２、３、２ 

cθ1  cθ2  cθ3 -  sθ1  sθ3  

sθ2  cθ3  

- sθ1  cθ2  cθ3 -  cθ1  sθ3  

- cθ1  sθ2  

cθ2  

sθ1  sθ2  

cθ1  cθ2  sθ3 +  sθ1  cθ3  

sθ2  sθ3  

- sθ1  cθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

９ ３、１、３ 

- sθ1  cθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

cθ1  cθ2  sθ3 +  sθ1  cθ3  

sθ2  sθ3  

- sθ1  cθ2  cθ3 -  cθ1  sθ3  

cθ1  cθ2  cθ3 -  sθ1  sθ3  

sθ2  cθ3  

sθ1  sθ2  

- cθ1  sθ2  

cθ2  

１０ ３、２、３ 

cθ1  cθ2  cθ3 -  sθ1  sθ3  

sθ1  cθ2  cθ3 +  cθ1  sθ3  

- sθ2  cθ3  

-cθ1  cθ2  sθ3 -  sθ1  cθ3  

- sθ1  cθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

sθ2  sθ3  

cθ1  sθ2  

sθ1  sθ2  

cθ2  

１１ １、３、１ 

cθ2  

cθ1  sθ2  

sθ1  sθ2  

- sθ2  cθ3  

cθ1  cθ2  cθ3 -  sθ1  sθ3  

sθ1  cθ2  cθ3 +  cθ1  sθ3  

sθ2  sθ3  

- cθ1  cθ2  sθ3 -  sθ1  cθ3  

- sθ1  cθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

１２ ２、１、２ 

- sθ1  cθ2  sθ3 +  cθ1  cθ3  

sθ2  sθ3  

-  cθ1  cθ2  sθ3 -  sθ1  cθ3  

sθ1  sθ2  

cθ2  

cθ1  sθ2  

sθ1  cθ2  cθ3 +  cθ1  sθ3  

- sθ2  cθ3  

cθ1  cθ2  cθ3 -  sθ1  sθ3  

（注）sθｎ  ＝ｓｉｎθｎ 、cθｎ  ＝ｃｏｓθｎ であり、ｎ は何回目の回転角かを示す。 
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表３.３-２ 方向余弦から回転順のオイラー角への変換 

回転順のオイラー角 𝐃B
I = [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k 

No. ｉ、ｊ、ｋ θ1  θ2  θ3  

１ １、２、３ ｔａｎ-1(-d23／d33 ) ｓｉｎ-1( d13 ) ｔａｎ-1(-d12／d11 ) 

２ ２、３、１ ｔａｎ-1(-d31／d11 ) ｓｉｎ-1( d21 ) ｔａｎ-1(-d23／d22 ) 

３ ３、１、２ ｔａｎ-1(-d12／d22 ) ｓｉｎ-1( d32 ) ｔａｎ-1(-d31／d33 ) 

４ ３、２、１ ｔａｎ-1( d21／d11 ) ｓｉｎ-1(-d31 ) ｔａｎ-1( d32／d33 ) 

５ １、３、２ ｔａｎ-1( d32／d22 ) ｓｉｎ-1(-d12 ) ｔａｎ-1( d13／d11 ) 

６ ２、１、３ ｔａｎ-1( d13／d33 ) ｓｉｎ-1(-d23 ) ｔａｎ-1( d21／d22 ) 

７ １、２、１ ｔａｎ-1( d21／-d31 ) cos-1( d11 ) ｔａｎ-1( d12／d13 ) 

８ ２、３、２ ｔａｎ-1( d32／-d12 ) cos -1( d22 ) ｔａｎ-1( d23／d21 ) 

９ ３、１、３ ｔａｎ-1( d13／-d23 ) cos -1( d33 ) ｔａｎ-1( d31／d32 ) 

１０ ３、２、３ ｔａｎ-1( d23／d13 ) cos -1( d33 ) ｔａｎ-1( d32／-d31 ) 

１１ １、３、１ ｔａｎ-1( d31／d21 ) cos -1( d11 ) ｔａｎ-1( d13／-d12 ) 

１２ ２、１、２ ｔａｎ-1( d12／d32 ) cos -1( d22 ) ｔａｎ-1( d21／-d23 ) 

 

表３.３-３ 方向余弦から座標軸順のオイラー角への変換 

座標軸順のオイラー角 

No. ｉ、ｊ、ｋ 表３.３-２の角度 第 1軸周り 第 2軸周り 第 3軸周り 

１ １、２、３ θ1、 θ2  、θ3  ｔａｎ-1(-d23／d33 ) ｓｉｎ-1( d13 ) ｔａｎ-1(-d12／d11 ) 

２ ２、３、１ θ3、 θ1  、θ2  ｔａｎ-1(-d23／d22 ) ｔａｎ-1(-d31／d11 ) ｓｉｎ-1( d21 ) 

３ ３、１、２ θ2、 θ3  、θ1  ｓｉｎ-1( d32 ) ｔａｎ-1(-d31／d33 ) ｔａｎ-1(-d12／d22 ) 

４ ３、２、１ θ3、 θ2  、θ1  ｔａｎ-1( d32／d33 ) ｓｉｎ-1(-d31 ) ｔａｎ-1( d21／d11 ) 

５ １、３、２ θ1、 θ3  、θ2  ｔａｎ-1( d32／d22 ) ｔａｎ-1( d13／d11 ) ｓｉｎ-1(-d12 ) 

６ ２、１、３ θ2、 θ1  、θ3  ｓｉｎ-1(-d23 ) ｔａｎ-1( d13／d33 ) ｔａｎ-1( d21／d22 ) 

No. ｉ、ｊ、ｋ 表３.３-２の角度 以下は座標軸順ではない 

７ １、２、１ θ1、 θ2  、θ3  ｔａｎ-1( d21／-d31 ) cos-1( d11 ) ｔａｎ-1( d12／d13 ) 

８ ２、３、２ θ3、 θ1  、θ2  ｔａｎ-1( d23／d21 ) ｔａｎ-1( d32／-d12 ) cos -1( d22 ) 

９ ３、１、３ θ2、 θ3  、θ1  cos -1( d33 ) ｔａｎ-1( d31／d32 ) ｔａｎ-1( d13／-d23 ) 

１０ ３、２、３ θ3、 θ2  、θ1  ｔａｎ-1( d32／-d31 ) cos -1( d33 ) ｔａｎ-1( d23／d13 ) 

１１ １、３、１ θ1、 θ3  、θ2  ｔａｎ-1( d31／d21 ) ｔａｎ-1( d13／-d12 ) cos -1( d11 ) 

１２ ２、１、２ θ2、 θ1  、θ3  cos -1( d22 ) ｔａｎ-1( d12／d32 ) ｔａｎ-1( d21／-d23 ) 

（注）No.7～12は座標軸順ではない。 

 

(２)  オイラー角の微係数 

慣性座標系に対する回転座標系の回転角速度を次式で表す。 

𝛚B = ωxBxB +ωyByB +ωzBzB ････････････････････････････････････････････････････････････(3.3-4) 

このとき、式（３.３-３）の回転軸ｉ、ｊ、ｋの各軸（図３.３-１に示した例では、それぞれｘ軸、ｙ’軸、ｚ”軸）周りの回転

角速度がオイラー角の微係数であり、これらを順次求める。 
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第１回目の回転は下記のように表される。 

(x
′ y′ z′) = (x y z) ⋅ [θ1]i 

この回転による角速度は、回転後の座標系で下記のように回転軸成分を取り出して表される。 

𝛚1 = θ̇1(x
′ y′ z′) ∙ δi = θ̇1(

x y z) ⋅ [θ1]i ⋅ δi ･････････････････････････････････････････(3.3-5) 

ここで、δi = {  

(1 0 0)T ：ｉ＝１の時

(0 1 0)T ：ｉ＝２の時

(0 0 1)T ：ｉ＝３の時

 

同様に、第２回目の回転は下記のように表される。 

(x
″ y″ z″) = (x

′ y′ z′) ⋅ [θ2]j = (
x y z) ⋅ [θ1]i ⋅ [θ2]j 

𝛚2 = θ̇2(x
″ y″ z″) ⋅ δj = θ̇2(

x y z) ⋅ [θ1]i ⋅ [θ2]j ∙ δj ･･････････････････････････････････(3.3-6) 

第３回目の回転も同様にして、下記のように表される。 

(xB yB z
B
) = (x

″ y″ z″) ⋅ [θ3]k = (
x y z) ⋅ [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k 

𝛚3 = θ̇3(
xB yB z

B
) ⋅ δk = θ̇3(

x y z) ⋅ [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k ⋅ δk ･･････････････････････････(3.3-7) 

上記の角速度の合計が回転座標系の回転角速度となり、下記のように書き直すことができる。 

𝛚B = 𝛚1 +𝛚2 +𝛚3 

   = θ̇1(
x y z) ⋅ [θ1]i ⋅ δi 

+θ̇2(
x y z) ⋅ [θ1]i ⋅ [θ2]j ∙ δj 

+θ̇3(
x y z) ⋅ [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k ⋅ δk ････････････････････････････････････････････････(3.3-8) 

よって、この式と（３.３-４）式を等値して 

(x y z) ⋅ (θ̇1[θ1]i ⋅ δi + θ̇2[θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ δj + θ̇3[θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k ⋅ δk) 

= ωxBxB +ωyByB +ωzBzB ･････････････････････････････････････････････････････････････(3.3-9) 

上式を書き直して整理すると 

(x y z) ⋅ ([θ1]i ⋅ δi [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ δj [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k ⋅ δk) ⋅ (

θ̇1
θ̇2
θ̇3

) = (xB yB zB) ⋅ (

ωxB
ωyB
ωzB

) 

ここで式（３.３-１）を一般化した(xB yB zB) = (x y z) ⋅ [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]kを代入して、 

(x y z) ⋅ ([θ1]i ⋅ δi [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ δj [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k ⋅ δk) ⋅ (

θ̇1
θ̇2
θ̇3

) 

= (x y z) ⋅ [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k ⋅ (

ωxB
ωyB
ωzB

) 

([θ1]i ⋅ δi [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ δj [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k ⋅ δk) ⋅ (

θ̇1
θ̇2
θ̇3

) = [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k ⋅ (

ωxB
ωyB
ωzB

) 

([θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k)
T
⋅ ([θ1]i ⋅ δi [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ δj [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k ⋅ δk) ⋅ (

θ̇1
θ̇2
θ̇3

) = (

ωxB
ωyB
ωzB

) 

([−θ3]k ⋅ [−θ2]j ⋅ [−θ1]i) ⋅ ([θ1]i ⋅ δi [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ δj [θ1]i ⋅ [θ2]j ⋅ [θ3]k ⋅ δk) ⋅ (

θ̇1
θ̇2
θ̇3

) = (

ωxB
ωyB
ωzB

) 

([−θ3]k ⋅ [−θ2]j ⋅ δi [−θ3]k ⋅ δj δk) ⋅ (

θ̇1
θ̇2
θ̇3

) = (

ωxB
ωyB
ωzB

) ･･･････････････････････････････････(3.3-10) 

従って、オイラー角の微係数は上式から、下記のように表される。 
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(

θ̇1
θ̇2
θ̇3

) = ([−θ3]k ⋅ [−θ2]j ⋅ δi [−θ3]k ⋅ δj δk)−1 ⋅ (

ωxB
ωyB
ωzB

) ･････････････････････････････････(3.3-11) 

上記の回転座標系の回転角速度からオイラー角微係数への変換マトリクスは、表３.３-４の通りである。 

 

表３.３-４ オイラー角微係数への変換マトリクス 

No. ｉ、ｊ、ｋ 微係数 
オイラー角微係数への変換マトリクス 

ωxB ωyB ωzB 

１ １、２、３ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

cθ3 /  cθ2  

sθ3  

-  sθ2  cθ3 /  cθ2  

-  sθ3 /  cθ2  

cθ3  

 sθ2  sθ3 /  cθ2  

0 

0 

1 

２ ２、３、１ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

0 

0 

1 

cθ3 /  cθ2  

sθ3  

-  sθ2  cθ3 /  cθ2  

-  sθ3 /  cθ2  

 cθ3  

 sθ2  sθ3 /  cθ2  

３ ３、１、２ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

-  sθ3 /  cθ2  

cθ3  

sθ2 sθ3 /  cθ2  

0 

0 

1 

 cθ3 /  cθ2  

 sθ3  

- sθ2 cθ3 /  cθ2  

４ ３、２、１ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

0 

0 

1 

sθ3 /  cθ2  

 cθ3  

sθ2  sθ3 /  cθ2  

cθ3 /  cθ2  

-  sθ3  

sθ2  cθ3 /  cθ2  

５ １、３、２ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

cθ3 /  cθ2  

-  sθ3  

sθ2  cθ3 /  cθ2  

0 

0 

1 

sθ3 /  cθ2  

cθ3  

sθ2  sθ3 /  cθ2  

６ ２、１、３ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

sθ3 /  cθ2  

cθ3  

sθ2  sθ3 /  cθ2  

cθ3 /  cθ2  

- sθ3  

sθ2  cθ3 /  cθ2  

0 

0 

1 

７ １、２、１ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

0 

0 

1 

sθ3 /  sθ2  

cθ3  

- cθ2  sθ3 /  sθ2  

cθ3 /  sθ2  

-   sθ3  

- cθ2  cθ3  /  sθ2  

８ ２、３、２ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

cθ3 /  sθ2  

- sθ3  

-  cθ2  cθ3  /  sθ2  

0 

0 

1 

sθ3 /  sθ2  

cθ3  

-  cθ2  sθ3 /  sθ2  

９ ３、１、３ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

sθ3 /  sθ2  

cθ3  

- cθ2  sθ3 /  sθ2  

cθ3 /  sθ2  

-  sθ3  

- cθ2  cθ3 /  sθ2  

0 

0 

1 

１０ ３、２、３ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

- cθ3  /  sθ2  

sθ3  

cθ2  cθ3 /  sθ2  

sθ3 /  sθ2  

cθ3  

- cθ2  sθ3 /  sθ2  

0 

0 

1 

１１ １、３、１ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

0 

0 

1 

-  cθ3 /  sθ2  

 sθ3  

cθ2  cθ3 /  sθ2  

sθ3 /  sθ2  

cθ3  

-  cθ2  sθ3 /  sθ2  

１２ ２、１、２ 

θ̇1
θ̇2
θ̇3

 

sθ3 /  sθ2  

cθ3  

-  cθ2  sθ3 /  sθ2  

0 

0 

1 

- cθ3 /  sθ2  

sθ3  

cθ2  cθ3 /  sθ2  

（注）sθｎ  ＝ｓｉｎθｎ 、cθｎ  ＝ｃｏｓθｎ であり、ｎ は何回目の回転角かを示す。 
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3.4  四元数（クォータニオン） 

(１)  四元数 

四元数は、一つの実数と３種類の虚数から成る超複素数で、次のように表される。 

𝐐 = q0 + q1𝐢 + q2𝐣 + q3𝐤 ･････････････････････････････････････････････････････････････････(3.4-1) 

ここでｑ０、ｑ１、ｑ２、ｑ３は実係数で、オイラーパラメータと呼ばれる。 

この３種類の虚数単位は下記の乗算規則に従う。 

𝐢 ∗ 𝐢 = 𝐢2  = −1、 𝐢 ∗ 𝐣 = 𝐤、 𝐢 ∗ 𝐤 = −𝐣

𝐣 ∗ 𝐣 = 𝐣2  = −1、 𝐣 ∗ 𝐤 = 𝐢、 𝐣 ∗ 𝐢 = −𝐤

𝐤 ∗ 𝐤 = 𝐤2 = −1、 𝐤 ∗ 𝐢 = 𝐣、 𝐤 ∗ 𝐣 = −𝐢

 

 

 

} ･･････････････････････････････････････････････(3.4-2) 

このような演算規則に従う虚数単位は下記のマトリクスで表すことができる。このマトリクスを用いたのがケーリ

ー数で、複素数演算を伴うので姿勢表現には適さないが、参考に示す。 

𝐢 =  (
 𝑖  0
 0 −𝑖

)

𝐣 =  (
0 1
−1 0

)

𝐤 = (
 0 𝑖
𝑖 0

)    

   

}
 
 

 
 

 ･････････････････････････････････････････････････････････････････････････(3.4-3) 

ここで、𝑖 ： 通常の虚数単位√−1 

 

四元数の虚数単位は式（３.４-２）に示したように、３つが互いに直交した基底ベクトルの性質を持っている

ので、２.２項の式（２.２-８）に示したオイラー軸ベクトルを下記のように表し、 

e = ei𝐢 + ej𝐣 + ek𝐤 

これを四元数の虚数部に対応させて、オイラー軸周りの回転角 θ を用いて式（３.４-１）を次のように表せば、

四元数で座標系の回転を表すことができる。 

𝐐 = cos
θ

2
+ sin

θ

2
e 

 

= cos
θ

2
+ sin

θ

2
ei𝐢 + sin

θ

2
ej𝐣 + sin

θ

2
ek𝐤 

= q0 + q1𝐢 + q2𝐣 + q3𝐤 ･･････････････････････････････････････････････････････････････････(3.4-4) 

ここで、q0 = cos
θ

2
、q1 = sin

θ

2
ei、q2 = sin

θ

2
ej、q3 = sin

θ

2
ek 

 

(２)  四元数の演算 

四元数同志の乗算は下記で表される。 

𝐐1 = cos
θ1

2
+ sin

θ1

2
e1 = c1 + s1e1、     e1 = e1i𝐢 + e1j𝐣 + e1k𝐤 

𝐐2 = cos
θ2

2
+ sin

θ2

2
e2 = c2 + s2e2、     e2 = e2i𝐢 + e2j𝐣 + e2k𝐤 としたとき 

𝐐1 ∗ 𝐐2 = (c1 + s1e1) ∗ (c2 + s2e2) 

= {c1 + s1(e1i𝐢 + e1j𝐣 + e1k𝐤)} ∗ {c2 + s2(e2i𝐢 + e2j𝐣 + e2k𝐤)} 

= c1c2 + s1c2(e1i𝐢 + e1j𝐣 + e1k𝐤) + c1s2(e2i𝐢 + e2j𝐣 + e2k𝐤) 

+s1s2(e1i𝐢 + e1j𝐣 + e1k𝐤) ∗ (e2i𝐢 + e2j𝐣 + e2k𝐤) 

= c1c2 + s1c2(e1i𝐢 + e1j𝐣 + e1k𝐤) + c1s2(e2i𝐢 + e2j𝐣 + e2k𝐤) 

+s1s2{e1i(e2i𝐢 ∗ 𝐢 + e2j𝐢 ∗ 𝐣 + e2k𝐢 ∗ 𝐤) + e1j(e2i𝐣 ∗ 𝐢 + e2j𝐣 ∗ 𝐣 + e2k𝐣 ∗ 𝐤)

+ e1k(e2i𝐤 ∗ 𝐢 + e2j𝐤 ∗ 𝐣 + e2k𝐤 ∗ 𝐤)} 

= c1c2 + s1c2(e1i𝐢 + e1j𝐣 + e1k𝐤) + c1s2(e2i𝐢 + e2j𝐣 + e2k𝐤) 

+s1s2{e1i(−e2i + e2j𝐤 − e2k𝐣) + e1j(−e2i𝐤 − e2j + e2k𝐢) + e1k(e2i𝐣 − e2j𝐢 − e2k)} 
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= c1c2 + s1c2(e1i𝐢 + e1j𝐣 + e1k𝐤) + c1s2(e2i𝐢 + e2j𝐣 + e2k𝐤) − s1s2(e1ie2i + e1je2j + e1ke2k) 

+s1s2{(e1je2k − e1ke2j)𝐢 + (e1ke2i − e1ie2k)𝐣 + (e1ie2j − e1je2i)𝐤} 

この式はオイラー軸ベクトルのベクトル演算で内積（演算記号･）と外積（演算記号×）を用いて、下記のように

書き換えることができる。 

𝐐1 ∗ 𝐐2 = c1c2 + s1c2e1 + c1s2e2 − s1s2(e1 ⋅ e2) + s1s2(e1 × e2) 

よって、虚数部をベクトルで表現した四元数の乗算は、新しい演算記号⊗を用いて、下記のように表現される。 

𝐐1⊗𝐐2 = (c1 + s1e1)⊗ (c2 + s2e2) 

= c1c2 + s1c2e1 + c1s2e2 + s1s2(e1 × e2 − e1 ⋅ e2) 

= (
c1 −s1e1

s1e1 c1𝟏 + s1[e1 ×]
) ⋅ (

c2
s2e2

) ･･･････････････････････････････････････････････（3.4-5） 

このように、四元数はスカラー部とベクトル部で構成されるものとして、ベクトル演算で扱うことができる。 

 

(３)  共役四元数 

四元数のベクトル部の符号を反転させることは、オイラー軸の符号が反転して回転の方向を反対にするこ

ととなる。これを共役四元数と呼び、下記のように表される。 

𝐐∗ = cos
θ

2
− sin

θ

2
e = c − se ････････････････････････････････････････････････････････････(3.4- 6) 

四元数とその共役四元数の関係は、方向余弦マトリクスとその転置マトリクス（および逆マトリクス）の関係に対

応し、四元数とその共役四元数の乗算は、下記のように表される。 

𝐐⊗𝐐∗ = (c + se)⊗ (c − se) = (
c −se

se c𝟏 + s[e ×]
) ⋅ (

c
−se) 

= c2 + cse + s2(e ⋅ e) − cse − s2(e × e) = 𝟏 ････････････････････････････････････････(3.4-7) 

よって、共役四元数は逆四元数ということもできる。 

𝐐∗ = 𝐐−1 ･････････････････････････････････････････････････････････････････････････････････(3.4-8) 

 

(４)  四元数によるベクトルの回転 

ベクトルはスカラー部がゼロの四元数として扱い、下記のように乗算できる。 

𝐐⊗ 𝐚 = (c + se)⊗ (0 + 𝐚) = (
c −se

se c𝟏 + s[e ×]
) ⋅ (

0
𝐚
) = −s(e ⋅ 𝐚) + c𝐚 + s(e × 𝐚) ････････(3.4-9) 

四元数を用いたベクトルの回転は、下記のように表現される。 

𝐚′ = 𝐐⊗ 𝐚⊗𝐐∗ ･･･････････････････････････････････････････････････････････････････････(3.4-10) 

= (
c −se

se c𝟏 + s[e ×]
) ⋅ (

0
𝐚
)⊗𝐐∗ = {−s(e ⋅ 𝐚) + c𝐚 + s(e × 𝐚)}⊗ 𝐐∗ 

= (
−s(e ⋅ 𝐚) −c𝐚 − s(e × 𝐚)

c𝐚 + s(e × 𝐚) −s(e ⋅ 𝐚)𝟏 + {c[𝐚 ×] + s[(e × 𝐚) ×]}
) ⋅ (

c
−se) 

= {−sc(e ⋅ 𝐚) + sc(𝐚 ⋅ e) + s2(e × 𝐚) ⋅ e} + c2𝐚 + sc(e × 𝐚) + s2(e ⋅ 𝐚)e − sc(𝐚 × e) − s2(e × 𝐚) × e 

ここで、 

ベクトル３重積 𝐚 × (𝐛 × 𝐜) = (𝐚 ⋅ 𝐜)𝐛 − (𝐚 ⋅ 𝐛)𝐜 より (e ⋅ 𝐚)e = (e ⋅ e)𝐚 − e × (𝐚 × e) = 𝐚 + e × (e × 𝐚)、 

スカラー３重積 (𝐚 × 𝐛) ⋅ 𝐜 = (𝐜 × 𝐚) ⋅ 𝐛  より (e × 𝐚) ⋅ e = (e × e) ⋅ 𝐚 = 0  であるから、これらを代入して整

理すると、 

𝐚′ = c2𝐚 + 2sc(e × 𝐚) + s2{𝐚 + e × (e × 𝐚)} + s2e × (e × 𝐚) 

= 𝐚 + 2sc(e × 𝐚) + 2s2{e × (e × 𝐚)} 

= {1 + 2sc[e ×] + 2s2[e ×]
2
} ⋅ 𝐚 
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= {1 + 2 sin
θ

2
cos

θ

2
[e ×] + 2 sin2

θ

2
[e ×]

2
} ⋅ 𝐚 ･･･････････････････････････････････････････(3.4- 11) 

この式に 2 sin
θ

2
cos

θ

2
= sin θ および 2 sin2

θ

2
= 1− cosθ を代入すると、 

式（３.４-１１）はロドリゲスの回転公式（２.１-３）と同じことが分かる。 

𝐚′ = {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cosθ)[e ×]
2
} ⋅ 𝐚 

四元数によるベクトルの回転の式は式（１.２-３）に示したように、ある回転軸の周りにある角度だけ単一の回

転マトリクスで回転する式に相当し、次のように表される。 

𝐚′ = {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cosθ)[e ×]
2
} ⋅ 𝐚 = 𝐐(θ, e) ⋅ 𝐚 ･･････････････････････････････････（3.4-12） 

 

上記の式（３.４-１１）を sin
θ

2
= s、 cos

θ

2
= c  および q0 = c、 q1 = sei、 q2 = sej、 q3 = sek  を用いて

マトリクス形式に表現して書き直すと、 

𝐚′ = (

1 + 2s2(−ej
2 − ek

2) 2s2ejei − 2scek 2s2ekei + 2scej

2s2eiej + 2scek 1 + 2s2(−ek
2 − ei

2) 2s2ekej − 2scei

2s2eiek − 2scej 2s2ejek + 2scei 1 + 2s2(−ei
2 − ej

2)

) ⋅ 𝐚 

ここで 1 + 2s2(−ej
2 − ek

2) = 1 + s2(−ej
2 − ek

2) + s2(−ej
2 − ek

2) 

= 1 + s2(ei
2 − 1) + s2(−ej

2 − ek
2) = 1 − s2 + s2ei

2 + s2(−ej
2 − ek

2) 

= c2 + s2(ei
2 − ej

2 − ek
2) 

であり、他の２つの対角要素も同様に表せるから 

𝐚′ = (

c2 + s2(ei
2 − ej

2 − ek
2) 2s2ejei − 2scek 2s2ekei + 2scej

2s2eiej + 2scek c2 + s2(ej
2 − ek

2 − ei
2) 2s2ekej − 2scei

2s2eiek − 2scej 2s2ejek + 2scei c2 + s2(ek
2 − ei

2 − ej
2)

) ⋅ 𝐚 

 

= (

q0
2 + q1

2 − q2
2 − q3

2 2(q2q1 − q0q3) 2(q3q1 + q0q2)

2(q1q2 + q0q3) q0
2 − q1

2 + q2
2 − q3

2 2(q3q2 − q0q1)

2(q1q3 − q0q2) 2(q2q3 + q0q1) q0
2 − q1

2 − q2
2 + q3

2

) ⋅ 𝐚 ････････(3.4-13) 

 

(５)  方向余弦マトリクスから四元数への変換 

回転体の姿勢は方向余弦マトリクスで表すのが簡単で、オイラー角による座標系の回転の式（１.２-２０）に

示したように、基準とする座標系を順次回転して回転体の姿勢を表す回転座標系の方向余弦マトリクスを求

め、四元数との対比から下記のように四元数を求めることができる。 

𝐃B
I ≡ (

d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

) = (

q0
2 + q1

2 − q2
2 − q3

2 2(q2q1 − q0q3) 2(q3q1 + q0q2)

2(q1q2 + q0q3) q0
2 − q1

2 + q2
2 − q3

2 2(q3q2 − q0q1)

2(q1q3 − q0q2) 2(q2q3 + q0q1) q0
2 − q1

2 − q2
2 + q3

2

) 

 

q0 =
√d11+d22+d33+1

2
 

 

q1 =
d32 − d23
4q0

                  ･･････････････････････････････････････････････････････････････････(3.4- 14) 
 

q2 =
d13 − d31
4q0

 

q3 =
d21 − d12
4q0

 

 

(６)  四元数の合成 

式（３.４-１２）に示したように、四元数は１.２（２）項の単一の回転マトリクスに対応するが、複数の回転マトリ

クスをオイラー角順あるいは固定角順に合成した回転マトリクスに対応した四元数が考えられ、下記の３種類

の体（非可換体）が考えられる。 



 

 

2-29 

（１）𝐐Z
A = 𝐐B

A(θ1, e1)⊗ 𝐐C
B(θ2, e2)⊗⋯⊗𝐐Z

Y(θn, en) ：オイラー角型四元数 

上記は座標系の回転およびベクトルの座標変換に利用できる。 

（２）(𝐐Z
A)

I
= 𝐐Z

I ⊗𝐐A
I ∗ ：固定角型四元数 

上記は座標系の回転およびベクトルの回転に利用できる。 

（３）(𝐐Z
A) = 𝐐Z

Y(θn, en)⊗⋯⊗𝐐C
B(θ2, e2)⊗ 𝐐B

A(θ1, e1) ：固定角順四元数 

上記はベクトルの座標変換および回転に利用できる。 

 

(７)  四元数の微係数 

慣性座標系に対する回転座標系Ｂの回転角速度及びオイラー軸ベクトルを次のように表す。 

𝛚B = ωxBxB +ωyByB +ωzBzB  ･････････････････････････････････････････････････ （3.4-15） 

e = exBxB + eyByB + ezBzB  ････････････････････････････････････････････････････ （3.4-16） 

また、オイラー軸ベクトル及びその周りの回転角の微係数は式（２.２-１８）及び式（２.２-１９）を書き直して、それ

ぞれ下記のように表す。 

ė =
1

2
{[e ×] − cot

θ

2
[e ×]

2
} ⋅ ωB =

1

2 sin
θ
2

{sin
θ

2
[e ×] − cos

θ

2
[e ×]

2
} ⋅ 𝛚B 

 

=
1

2 sin
θ

2

(

 
 

cos
θ

2
(eyB

2 + ezB
2) − cos

θ

2
eyBexB − sin

θ

2
ezB −cos

θ

2
ezBexB + sin

θ

2
eyB

−cos
θ

2
exBeyB + sin

θ

2
ezB cos

θ

2
(ezB

2 + exB
2) − cos

θ

2
ezBeyB − sin

θ

2
exB

−cos
θ

2
exBezB − sin

θ

2
eyB − cos

θ

2
eyBezB + sin

θ

2
exB cos

θ

2
(exB

2 + eyB
2)

)

 
 
⋅ 𝛚B ･･（3.4-17） 

θ̇ = 𝛚B ⋅ e = ωxBexB +ωyBeyB +ωzBezB ･･･････････････････････････････････････････････････（3.4-18） 

このとき、下記の四元数の実係数を微分して 

q0 = cos
θ

2
 , q1 = sin

θ

2
exB  , q2 = sin

θ

2
eyB  , q3 = sin

θ

2
ezB

 
 

q̇0 = −
θ̇

2
sin

θ

2
= −

1

2
sin

θ

2
(ωxBexB +ωyBeyB +ωzBezB) 

 

= −
1

2
(ωxBq1 +ωyBq2 +ωzBq3) ･････････････････････････････････････････････････････（3.4- 19） 

 

q̇1 =
θ̇

2
cos

θ

2
exB + sin

θ

2
ėxB  

 

=
1

2
cos

θ

2
exB(ωxBexB +ωyBeyB +ωzBezB) 

 

+
1

2
{cos

θ

2
(eyB

2 + ezB
2)ωxB − (cos

θ

2
eyBexB + sin

θ

2
ezB)ωyB − (cos

θ

2
ezBexB − sin

θ

2
eyB)ωzB} 

 

=
1

2
{cos

θ

2
(exB

2 + eyB
2 + ezB

2)ωxB − (sin
θ

2
ezB)ωyB + (sin

θ

2
eyB)ωzB} 

 

=
1

2
{q0ωxB − q3ωyB + q2ωzB} ･････････････････････････････････････････････････････････（3.4- 20） 

 

q̇2 =
θ̇

2
cos

θ

2
eyB + sin

θ

2
ėyB  

 

=
1

2
cos

θ

2
eyB(ωxBexB +ωyBeyB +ωzBezB) 

 

+
1

2
{−(cos

θ

2
exBeyB − sin

θ

2
ezB)ωxB + cos

θ

2
(ezB

2 + exB
2)ωyB − (cos

θ

2
ezBeyB + sin

θ

2
exB)ωzB} 

 

=
1

2
{(sin

θ

2
ezB)ωxB + cos

θ

2
(exB

2 + eyB
2 + ezB

2)ωyB − (sin
θ

2
exB)ωzB} 

=
1

2
{q3ωxB + q0ωyB − q1ωzB} ･････････････････････････････････････････････････････････（3.4- 21） 
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q̇3 =
θ̇

2
cos

θ

2
ezB + sin

θ

2
ėzB  

 

=
1

2
cos

θ

2
ezB(ωxBexB +ωyBeyB +ωzBezB) 

 

+
1

2
{−(cos

θ

2
exBezB + sin

θ

2
eyB)ωxB − (cos

θ

2
eyBezB − sin

θ

2
exB)ωyB + cos

θ

2
(exB

2 + eyB
2)ωzB} 

 

=
1

2
{−(sin

θ

2
eyB)ωxB + (sin

θ

2
exB)ωyB + cos

θ

2
(exB

2 + eyB
2 + ezB

2)ωzB} 
 

=
1

2
{−q2ωxB + q1ωyB + q0ωzB} ･･････････････････････････････････････････････････････（3.4- 22） 

 

上記をまとめると、四元数の微係数は下記で表される。 

𝐐̇ = (

q̇0
q̇1
q̇2
q̇3

) =
1

2
(

−q1 −q2 −q3
q0 −q3 q2
q3 q0 −q1
−q2 q1 q0

) ⋅ (

ωxB
ωyB
ωzB

) =
1

2

(

 
 

0 −ωxB −ωyB −ωzB
ωxB 0 ωzB −ωyB
ωyB −ωzB 0 ωxB
ωzB ωyB −ωxB 0

)

 
 
⋅ (

q0
q1
q2
q3

) ････（3.4-23） 

 

(８)  角度増分に基づく四元数の更新 

四元数のｎ次微分は式（３.４-２３）より、次のように表される。 
dn

dtn
(𝐐) =

1

2
[𝛚B⊗] ⋅

dn−1

dtn−1
(𝐐) =⋅⋅⋅⋅⋅=

1

2
[𝛚B⊗]

n−1 ⋅ 𝐐̇ =
1

2
[𝛚B⊗]

n ⋅ 𝐐 ･････････････････（3.4- 24） 
 

ここで、[𝛚B⊗] =

(

 
 

0 −ωxB −ωyB −ωzB
ωxB 0 ωzB −ωyB
ωyB −ωzB 0 ωxB
ωzB ωyB −ωxB 0

)

 
 

 

よって、微小期間を ΔＴ、現時点をｋ、現時点より ΔＴ前の時点をｋ－１としたとき、四元数は方向余弦マトリクス

の場合と同様に、式（３.２-５）に式（3.4-24）を代入して、次のようにテーラー級数で表される。 

𝐐k = 𝐐k−1 + ΔT𝐐̇k−1 +
ΔT2

2!
𝐐̈k−1 +⋅⋅⋅⋅⋅ +

ΔTn

n!

dn

dtn
(𝐐k−1) +⋅⋅⋅⋅⋅ 

= 𝐐k−1 +
ΔT

2
[𝛚B,k−1⊗] ⋅ 𝐐k−1 +

ΔT2

222!
[𝛚B,k−1⊗]

2
⋅ Qk−1 +⋅⋅⋅⋅⋅ +

ΔTn

2nn!
[𝛚B,k−1⊗]

n
⋅ 𝐐k−1 +⋅⋅⋅⋅⋅ 

= (1 +
ΔT

2
[𝛚B,k−1⊗]+

ΔT2

222!
[𝛚B,k−1⊗]

2
+⋅⋅⋅⋅⋅ +

ΔTn

2nn!
[𝛚B,k−1⊗]

n
+⋅⋅⋅⋅⋅) ⋅ 𝐐k−1 

= e
ΔT
2
[𝛚B,k−1⊗] ⋅ 𝐐k−1 ･･･････････････････････････････････････････････････････････････････(3.4- 25) 

ここでマトリクス指数関数e
ΔT

2
[𝛚B,k−1⊗]は推移マトリクスと呼ばれ、ｋ－１時点からｋ時点までの ΔＴ間の推移を表

している。 

 

慣性座標系Ｉ（ｏ-ｘ，ｙ，ｚ）を基準座標系として、回転座標系Ｂを（ｏ-ｘＢ，ｙＢ，ｚＢ）としたとき、基準座標系から

ｋ－１時点の回転座標系への回転を示す四元数を𝐐B,k−1
I 、ｋ－１時点の回転座標系からｋ時点の回転座標

系への回転を示す四元数を𝐐B,k
B,k−1とすると、基準座標系の座標軸単位ベクトル(x y z)をｋ時点の回転座

標系の座標軸単位ベクトル(xB yB zB)へ回転させる四元数QB,k
I は、式（3.4-10）より次のように表される。 

𝐚′ = 𝐐B,k−1
I ⊗𝐚⊗ (𝐐B,k−1

I )
∗
 

 

𝐚″ = 𝐐B,k
B,k−1⊗𝐚′⊗ (𝐐B,k

B,k−1)
∗
= 𝐐B,k

B,k−1⊗ {𝐐B,k−1
I ⊗𝐚⊗ (𝐐B,k−1

I )
∗
}⊗ (𝐐B,k

B,k−1)
∗
 

 

= {𝐐B,k
B,k−1⊗𝐐B,k−1

I }⊗ 𝐚⊗ {(𝐐B,k−1
I )

∗
⊗ (𝐐B,k

B,k−1)
∗
} = 𝐐B,k

I ⊗𝐚⊗ (𝐐B,k
I )

∗
より 
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𝐐B,k
I = 𝐐B,k

B,k−1⊗𝐐B,k−1
I  ･････････････････････････････････････････････････････････････････（3.4-26） 

xB = 𝐐B,k
I ⊗x⊗ (𝐐B,k

I )
∗

yB = 𝐐B,k
I ⊗y⊗ (𝐐B,k

I )
∗

zB = 𝐐B,k
I ⊗ z⊗ (𝐐B,k

I )
∗

   

}
 

 
･･････････････････････････････････････････････････････････････（3.4-27） 

 

ここで上記の四元数は何れも基準座標系から見たオイラー軸で定義されているが、𝐐B,k
B,k−1はｋ－１時点からｋ

時点までの角度増分を用いて回転座標系で表すのが便利であ

り、それは下記のように表される。 

(𝐐B,k
B,k−1)

B,k−1
= cos

Δθ

2
+ sin

Δθ

2

Δθ

Δθ
 

 

= cos
Δθ

2
+
1

Δθ
sin

Δθ

2
Δ𝛉 ･･････････（3.4- 28） 

ここで、Δ𝛉 ≡ (

Δθx
Δθy
Δθz

)：回転座標系での角度増分 

Δθ = |Δ𝛉| = √Δθx
2 + Δθy

2 + Δθz
2 

図３.４-１ 回転座標系におけるオイラー軸 

従って、これを式（３.４-２６）および積の式（３.４-５）を用いて表せば、下記のように記述される。 

𝐐B,k
I = (𝐐B,k

B,k−1)
B,k−1

⊗𝐐B,k−1
I  

= (

q0
q0
q0
q0

)

k

=

(

 
 

cn −Δθxsn −Δθysn −Δθzsn
Δθxsn cn Δθzsn −Δθysn
Δθysn −Δθzsn cn Δθxsn
Δθzsn Δθysn −Δθxsn cn )

 
 
⋅ (

q0
q0
q0
q0

)

k−1

 ･････････････････････（3.4-29） 

ここで、𝐐B,k
I = (

q0
q0
q0
q0

)

k

 

 

𝐐B,k−1
I = (

q0
q0
q0
q0

)

k−1

 

 

sn =
1

Δθ
sin

Δθ

2
 ･･･････････････････････････････････････････････････････････････････（3.4- 30） 

 

cn = cos
Δθ

2
 ･･････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.4- 31） 

 

(９)  ギブス･ベクター 

四元数の式（3.4-4）において、全体を実数部で割ってベクトル部のみで表した数はギブス･ベクターと呼ば

れ、下記のように表される。 

𝐐 = tan
θ

2
e =

q1

q0
𝐢 +

q2

q0
𝐣 +

q2

q0
𝐤 = ξ1𝐢 + ξ2𝐣 + ξ3𝐤 ････････････････････････････････････････････（3.4-32） 

このギブス･ベクターを用いた姿勢計算は、科学衛星打上げ用のＭロケットで採用されている。また、Ｈ-ＩＩロ

ケットの固体ロケットブースタ（ＳＲＢ）を 1段とし、2段及び 3段にＭ-３ＳＩＩロケットのそれらを組合わせた格好

で開発されたＪ-Ｉロケットにも、そのまま採用された。上式を見れば分かるように、このパラメータは角度𝜃 =

180∘に特異点を有しているが、これらロケットは発射してから衛星分離までにそんなに回転することはないの

で、問題は無い。 

 

Δθ 

ｅＢ，ｋ－１ 

ｏ 

ｘＢ，ｋ－１ 

ｙＢ，ｋ－１ 

ｚＢ，ｋ－１ 

ｘＢ，ｋ 

ｙＢ，ｋ 

ｚＢ，ｋ 
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(１０)  ケーリー数 

式（３.４-１）の四元数に式（３.４-３）の虚数単位を代入した数はケーリー数と呼ばれ、下記のように通常の複

素数を要素とした２行２列のマトリクスで表される。 

𝐐 = q0 + q1i + q2j + q3k = q0 (
1 0
0 1

) + q1 (
𝑖 0
0 −𝑖

) + q2 (
0 1
−1 0

) + q3 (
0 𝑖
𝑖 0

) 

= (
q0 + q1𝑖 q2 + q3𝑖
−q2 + q3𝑖 q0 − q1𝑖

) ･･････････････････････････････････････････････････････････････（3.4-33） 

このケーリー数を用いて四元数と同様にベクトルの回転を表すことができるが、複素数演算を行わねばなら

ないので、普通は用いられない。 
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3.5  座標回転の補正（コーニング補正） 

慣性座標系Ｉを（ｏ-ｘ、ｙ、ｚ）、回転座標系Ｂを（ｏ-ｘＢ、ｙＢ、ｚＢ）としたとき、回転座標系の回転を表す回転ベ

クトルは式（２.２-２１）に示した回転ベクトルの微係数を積分して下記の式で表される。 

𝛉 ≡ ∫ 𝛉̇dt = ∫[𝛚B +
1

2
(𝛉 × 𝛚B) +

1

θ2
(1 −

θ sin θ

2(1 − cosθ)
) {𝛉 × (𝛉 × 𝛚B)}] dt  ･･･････････････（3.5- 1） 

ここで、𝛚B = ωxBxB +ωyByB +ωzBzB：慣性系に対する回転座標系の回転角速度ベクトル 

ところで、ストラップダウン型の慣性航法においては、ジャイロは回転体に固定されているので、常に回転座

標系の各軸方向の角速度を積分した下記で表される値を出力する。 

𝛉B = (

∫ωxBdt

∫ωyBdt

∫ωzBdt

) ･････････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.5-2） 

よって、ジャイロで計測できない式（３.５-１）の第２項以降のノンコミュタティビティ･レートは、このジャイロ出力

信号を用いて計算によって補正しなければならない。このため、回転座標系が一定と仮定できる微小時間毎

に周期的にジャイロ出力信号を読み取り、それを用いて回転座標系の回転角速度 ωＢを推定して式（３.５-１）

の積分値を求める必要がある。この微小時間を Δｔとすれば、ジャイロ出力信号は下記で表される。 

Δ𝛉B(T) = ∫ 𝛚B(t)dt
T

T−Δt
 ････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.5-3） 

このとき、回転座標系の角速度は、現時点（Ｔ）と Δｔ前の時点（Ｔ-Δｔ）の間の平均値として下記で近似される。 

𝛚
B(T−

1

2
Δt)
=

1

Δt
Δ𝛉B(T) ･････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.5-4） 

また、式（３.５-１）の回転ベクトルの微小時間 Δｔ間の積分は次式で表される。 

Δ𝛉(T) = ∫ [𝛚B(t) +
1

2
(Δ𝛉(t) ×𝛚B(t)) +

1

Δθ(t)
2 (1 −

Δθ(t) sin Δθ(t)

2(1 − cosΔ θ(t))
) {Δ𝛉(t) × (Δ𝛉(t) ×𝛚B(t))}] dt

T

T−Δt

 

ここでΔθ(t) ≪ 1とすると、上式の第３項の係数は
1

Δθ(t)
2 (1 −

Δθ(t) sinΔθ(t)

2(1−cosΔθ(t))
) ≒

1

12
であるから 

第２項と比較して
1

2
Δθ ≫

1

12
Δθ2で微小なので省略でき、上記の回転ベクトルの積分は下記で求めることがで

きる。 

Δ𝛉(T) = ∫ 𝛚B(t)dt
T

T−Δt
+
1

2
∫ (Δ𝛉(t) ×𝛚B(t))dt
T

T−Δt
 ････････････････････････････････････････････（3.5-5） 

さらに、上記の第２項におけるΔθ(t)は下記のようにジャイロ出力信号を用いて近似できる。 

Δ𝛉(t)≒Δ𝛉B(t) = ∫𝛚B(t)dt ･･････････････････････････････････････････････････････････････････(3.5-6) 

よって、第２項は下記のようにシンプソンの積分公式を用いて求められる。 

Δ𝛔(T) =
1

2
∫ (Δ𝛉(t) ×𝛚B(t))dt ≒
T

T−Δt

1

2
∫ {(∫ 𝛚B(t)dt

T

T−Δt

) × 𝛚B(t)}dt
T

T−Δt

 

=
1

2
⋅
Δt

6
[{(∫ 𝛚B(t)dt

T−Δt

T−Δt

) × 𝛚B(T−Δt)} + 4{(∫ 𝛚B(t)dt
T−
1
2
Δt

T−Δt

)×𝛚
B(T−

1
2
Δt)
}

+ {(∫ 𝛚B(t)dt
T

T−Δt

) × 𝛚B(T)}] 

=
Δt

12
[4{(∫ 𝛚B(t)dt

T−
1
2
Δt

T−Δt

)×𝛚
B(T−

1
2
Δt)
} + {(∫ 𝛚B(t)dt

T

T−Δt

) × 𝛚B(T)}]  ･････････････････（3.5- 7） 

従って、式（３.５-5）は式（３.５-6）及び式（３.５-7）を代入して下記のように表される。 

Δ𝛉(T) = ∫ 𝛚B(t)dt
T

T−Δt

+
Δt

12
[4{(∫ 𝛚B(t)dt

T−
1
2
Δt

T−Δt

)×𝛚
B(T−

1
2
Δt)
} + {(∫ 𝛚B(t)dt

T

T−Δt

) ×𝛚B(T)}] 

= Δ𝛉B(T) +
Δt

12
[4 {Δ𝛉B(T−1

2
Δt)
×𝛚

B(T−
1
2
Δt)
} + {Δ𝛉B(T) ×𝛚B(T)}]  ･･････････････････････（3.5- 8） 



 

 

2-34 

 

このように回転ベクトルは、ジャイロで計測できないノンコミュタティビティ･レートの第２項のみ補正すること

で求めることができる。この補正は一般にコーニング補正と呼ばれ、ジャイロ出力信号のサンプリング周期の

取り方によっていくつかの方法が採られる。 

 

(１)  姿勢更新周期と同じ周期で読み取ったジャイロ信号を用いたコーニング補正 

姿勢更新周期を Δｔとしたとき、回転座標系の角速度は、

現時点（Ｔ）と Δｔ前の時点（Ｔ-Δｔ）でのジャイロ出力信号を

用いて下記のように表される。 

𝛚
B(T−

3

2
Δt)
=

1

Δt
Δ𝛉B(T−Δt) ････････････････････（3.5-9） 

𝛚
B(T−

1

2
Δt)
=

1

Δt
Δ𝛉B(T) ･････････････････････（3.5-10） 

 

上記の Δｔ間の平均角速度を用いると、Δｔ前の時点（Ｔ-Δｔ）から現時点（Ｔ）までの角速度は下記のように

近似して表すことができる。 

𝛚B(t) = 𝛚B(T−Δt) + 𝛚̇B(T−Δt){t − (T − Δt)} 

=
1

2
{𝛚

B(T−
3
2
Δt)
+𝛚

B(T−
1
2
Δt)
} +

1

Δt
{𝛚

B(T−
1
2
Δt)
−𝛚

B(T−
3
2
Δt)
} (t − T + Δt) 

 

=
1

2Δt
{Δ𝛉B(T−Δt) + Δ𝛉B(T)} +

t − T + Δt

Δt2
{Δ𝛉B(T) − Δ𝛉B(T−Δt)} 

 

=
1

Δt
(
1

2
−
t−T+Δt

Δt
)Δ𝛉B(T−Δt) +

1

Δt
(
1

2
+
t−T+Δt

Δt
)Δ𝛉B(T) ･･････････････････････････････････（3.5-11） 

これを積分して 

Δ𝛉B(t) = ∫ {
1

Δt
(
1

2
−
t − T + Δt

Δt
)Δ𝛉B(T−Δt) +

1

Δt
(
1

2
+
t − T + Δt

Δt
)Δ𝛉B(T)} dt

t

T−Δt

 

 

=
1

Δt
(
t

2
−
t2

2Δt
+
T − Δt

Δt
t)Δ𝛉B(T−Δt) +

1

Δt
(
t

2
+
t2

2Δt
−
T − Δt

Δt
t) Δ𝛉B(T)|

T−Δt

t

 

 

=
1

Δt
(
t

2
−
t2

2Δt
+
T − Δt

Δt
t −

T − Δt

2
+
(T − Δt)2

2Δt
−
(T − Δt)2

Δt
)Δ𝛉B(T−Δt) 

 

+
1

Δt
(
t

2
+
t2

2Δt
−
T − Δt

Δt
t −

T − Δt

2
−
(T − Δt)2

2Δt
+
(T − Δt)2

Δt
)Δ𝛉B(T) 

 

=
t − T + Δt

2Δt
(1 −

t − T + Δt

Δt
)Δ𝛉B(T−Δt) +

t − T + Δt

2Δt
(1 +

t − T + Δt

Δt
)Δ𝛉B(T) ････････（3.5- 12） 

式（3.5-11）及び式（3.5-12）より 

𝛚B(T) = −
1

2Δt
Δ𝛉B(T−Δt) +

3

2Δt
Δ𝛉B(T) ････････････････････････････････････････････････････（3.5- 13） 

 

Δ𝛉
B(T−

1
2
Δt)

=
1

8
Δ𝛉B(T−Δt) +

3

8
Δ𝛉B(T) ･････････････････････････････････････････････････････（3.5- 14） 

従って、回転ベクトルは式（３.５-８）に式（３.５-３）のジャイロ出力信号、式（３.５-１３）及び式（３.５-14）を代入

して下記のように求められる。 

Δ𝛉(T) = Δ𝛉B(T) +
Δt

12
[4 {(

1

8
Δ𝛉B(T−Δt) +

3

8
Δ𝛉B(T)) ×

1

Δt
Δ𝛉B(T)}

+ {Δ𝛉B(T) × (−
1

2Δt
Δ𝛉B(T−Δt) +

3

2Δt
Δ𝛉B(T))}] 

 

= Δ𝛉B(T) +
Δt

12
[
4

8Δt
{Δ𝛉B(T−Δt) × Δ𝛉B(T)} −

1

2Δt
{Δ𝛉B(T) × Δ𝛉B(T−Δt)}] 

= Δ𝛉B(T) +
1

12
{Δ𝛉B(T−Δt) × Δ𝛉B(T)} ････････････････････････････････････････････････（3.5- 15) 

T −
3

2
Δt

 
T − 2Δt T − Δt T 

ΔθB(T−Δt) 

ΔθB(T) 

T −
1

2
Δt

 
t 
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(２)  姿勢更新周期の２倍の周期で読み取ったジャイロ信号を用いたコーニング補正 

姿勢更新周期を Δｔとしたとき、回転座標系の角速度は、現時点（Ｔ）でのジャイロ出力信号ΔθB(T)
′ と 

1

2
Δt前の

時点（T −
1

2
Δt）でのジャイロ出力信号Δθ

B(T−
1

2
Δt)
を用いて下

記のように表される。 

𝛚
B(T−

3
4
Δt)
=
2

Δt
Δ𝛉

B(T−
1
2
Δt)
 ･･････････････････（3.5- 16) 

𝛚
B(T−

1
4
Δt)

=
2

Δt
Δ𝛉B(T)

′  ･･････････････････････(3.5- 17) 

 

上記の
1

2
Δt間の平均角速度を用いると、

1

2
Δt前の時点（T −

1

2
Δt）から現時点（Ｔ）までの角速度は下記のよ

うに近似して表すことができる。 

𝛚B(t) = 𝛚B(T−
1
2
Δt)
+ 𝛚̇

B(T−
1
2
Δt)
{t − (T −

1

2
Δt)} 

=
1

2
{𝛚

B(T−
3
4
Δt)
+𝛚

B(T−
1
4
Δt)
} +

2

Δt
{𝛚

B(T−
1
4
Δt)
−𝛚

B(T−
3
4
Δt)
} (t − T +

1

2
Δt) 

=
1

Δt
{Δ𝛉

B(T−
1
2
Δt)
+ Δ𝛉B(T)

′ } +
4

Δt2
{Δ𝛉B(T)

′ − Δ𝛉
B(T−

1
2
Δt)
} (t − T +

1

2
Δt) 

=
1

Δt
{1 −

4

Δt
(t − T +

1

2
Δt)} Δ𝛉

B(T−
1
2
Δt)
+
1

Δt
{1 +

4

Δt
(t − T +

1

2
Δt)}Δ𝛉B(T)

′  ･･･････････(3.5- 18) 

上式より 

𝛚
B(T−

1
2
Δt)

=
1

Δt
Δ𝛉

B(T−
1
2
Δt)
+
1

Δt
Δ𝛉B(T)

′  ････････････････････････････････････････････････････(3.5- 19) 

𝛚B(T) = −
1

Δt
Δ𝛉

B(T−
1
2
Δt)
+
3

Δt
Δ𝛉B(T)

′  ･･････････････････････････････････････････････････････(3.5- 20) 

また、Δｔ間のジャイロ出力信号の角度増分は下記となるから 

Δ𝛉B(T) = Δ𝛉B(T−1
2
Δt)
+ Δ𝛉B(T)

′  ･･･････････････････････････････････････････････････････････(3.5- 21) 

従って、回転ベクトルは式（３.５-８）に式（３.５-19）、式（３.５-20）及び式（３.５-21）を代入して下記のように求め

られる。 

Δ𝛉(T) = (Δ𝛉B(T−1
2
Δt)
+ Δ𝛉B(T)

′ ) +
Δt

12
[4 {Δ𝛉B(T−1

2
Δt)
× (

1

Δt
Δ𝛉

B(T−
1
2
Δt)
+
1

Δt
Δ𝛉B(T)

′ )} 

+{(Δ𝛉
B(T−

1
2
Δt)
+ Δ𝛉B(T)

′ ) × (−
1

Δt
Δ𝛉

B(T−
1
2
Δt)
+
3

Δt
Δ𝛉B(T)

′ )}] 

= {Δ𝛉
B(T−

1
2
Δt)
+ Δ𝛉B(T)

′ } +
2

3
{Δ𝛉B(T−1

2
Δt)
× Δ𝛉B(T)

′ }  ････････････････････････････････(3.5- 22) 

 

(３)  姿勢更新周期の数倍の周期で読み取ったジャイロ信号を用いたコーニング補正 

慣性センサ･ユニット自身がプロセッサを内蔵してドリフト補償等のデータ処理を行う方式の場合、航法計

算における姿勢更新周期より早い周期でデータ

処理を行うことがある。特に、衝撃からセンサを

守るためにショックマウントを介してセンサブロッ

クを取り付けているような場合で、センサブロック

が何らかの原因で航法計算における姿勢更新

周期より早い周期でコーニング運動する可能性

がある場合には、このコーニング周期より早い周

期でコーニング補正演算を行う必要がある。 

T −
3

4
Δt T − Δt T −

1

2
Δt T 

Δθ
B(T−

1
2
Δt)

 

ΔθB(T)
′  

T −
1

4
Δt 

t 

ΔθB(T) 

T − Δt T 

ΔθB(T−Δt+kΔtS) =෍ΔθB(T−Δt+iΔtS)
′

k

i=1

 

t ・・・ 

・・・ 

0 1 2 n-1 n 

・・・ 

・・・ 

k 

ΔθB(T−Δt+kΔtS)
′  
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ジャイロ信号のサンプリング周期 ΔｔＳを姿勢更新周期 Δｔのｎ倍の周期としたとき、現時点（Ｔ）から Δｔ前の

時点（Ｔ-Δｔ）で決定された姿勢を基準として次の姿勢更新タイミングとなる現時点（Ｔ）までの回転ベクトルを

求める。 

まず、回転座標系での回転角速度及びそれを積分した角度増分は、時点（Ｔ-Δｔ）からサンプリング周期 ΔｔＳ

の整数倍（ｋ）経過した時点で下記のように表すことができる。 

𝛚B(T−Δt+kΔtS) =
1

ΔtS
Δ𝛉B(T−Δt+kΔtS)

′  ･･･････････････････････････････････････････････････････(3.5- 23) 

Δ𝛉B(T−Δt+kΔtS) ≡ ∫ 𝛚B(t)dt
T−Δt+kΔtS
T−Δt

= ∑ Δ𝛉B(T−Δt+iΔtS)
′k

i=1  ････････････････････････････････(3.5- 24) 

これらを式（３.５-８）に代入して 

Δθ(T−Δt+kΔtS) =෍ΔθB(T−Δt+kΔtS)
′

k

i=1

+
1

2
෍{Δθ(T−Δt+iΔtS) × ΔtSωB(T−Δt+iΔtS)}

k

i=1

 

= ∑ ΔθB(T−Δt+kΔtS)
′k

i=1 +
1

2
∑ {Δθ(T−Δt+iΔtS) × ΔθB(T−Δt+iΔtS)

′ }k
i=1  ･･･････････････(3.5- 25) 

従って、回転ベクトルは上式を下記の漸化式に書き換えて求めることができる。 

Δθi = {Δθi−1 + ΔθB(T−Δt+iΔtS)
′ } +

1

2
[{Δθi−1 + ΔθB(T−Δt+iΔtS)

′ } × ΔθB(T−Δt+iΔtS)
′ ] ･････････････(3.5- 26) 

ここで、Δθ0 = 0 

ｉ＝１～ｎ 

n =
Δt

ΔtS
 

 

また、コーニング補正項における回転ベクトルΔθ(t)を式（３.５-8）と同様に、ジャイロ出力信号を用いて近似

すると下記で求めることができる。 

Δθ(T) = ∑ ΔθB(T−Δt+iΔtS)
′n

i=1 +
1

2
∑ [{∑ ΔθB(T−Δt+iΔtS)

′k
i=1 } × ΔθB(T−Δt+kΔtS)

′ ]n
k=1  ･･･････････････(3.5- 27) 



 

 

2-37 

3.6  姿勢計算誤差及びその改良法 

3.6.1  姿勢計算誤差の表現 

基準座標系Ｉを（ｏ-ｘ、ｙ、ｚ）とし、回転座標系Ｂを（ｏ-ｘＢ、ｙＢ、ｚＢ）としたとき、基準座標系から見た回転座標

系の方向余弦マトリクス及び四元数を下記のように表す。 

𝐃B
I = (xB yB zB) = (

d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

) ････････････････････････････････････････････････(3.6.１-1) 

𝐐B
I = (

q0
q1
q2
q3

) ････････････････････････････････････････････････････････････････････････････(3.6.１-2) 

また、航法計算によって得られた誤差を含んでいる姿勢を下記のように表す。 

D̃B
I = (x̃B ỹB z̃B) = (

d̃11 d̃12 d̃13
d̃21 d̃22 d̃23
d̃31 d̃32 d̃33

) ････････････････････････････････････････････････(3.6.１-3) 

Q̃B
I = (

q̃0
q̃1
q̃2
q̃3

) ････････････････････････････････････････････････････････････････････････････(3.6.１-4) 

このとき、姿勢誤差は下記の３種類の誤差で表現される。 

･ スケール誤差 

･ スキュー誤差 

･ ドリフト誤差 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（１） スケール誤差         （２） スキュー誤差          （３） ドリフト誤差 

図３.６.１-１ 姿勢計算誤差 

 

(１)  スケール誤差 

回転座標系の各軸単位ベクトル及び四元数の大きさは１でなければならないが、この１からずれをスケー

ル誤差と呼び、下記のように表される。 

εDx
s = |x̃B| − 1 = √d̃11

2
+ d̃21

2
+ d̃31

2
− 1

εDy
s = |ỹB| − 1 = √d̃12

2
+ d̃22

2
+ d̃32

2
− 1

εDz
s = |z̃B| − 1 = √d̃13

2
+ d̃23

2
+ d̃33

2
− 1

    

}
  
 

  
 

 ･････････････････････････････････････････････(3.6.１-5) 

ここで平方根の近似解はx = √Nより、f(x) = x
2 − N = 0にニュートン･ラプソンの逐次近似法を適用して次式

で表される。 

１ 

εs 

εk εd 

εd 
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xn = xn−1 −
f(xn−1)

f(xn−1)
′ = xn−1 −

xn−1
2 − N

2xn−1
=
1

2
(
N

xn−1
+ xn−1) 

よって、式（３.６.１-５）は次式で近似される。 

εDx
s =

1

2
(
d̃11

2
+ d̃21

2
+ d̃31

2

1
+ 1) − 1 

       =
1

2
(d̃11

2
+ d̃21

2
+ d̃31

2
− 1)

εDy
s =

1

2
(d̃12

2
+ d̃22

2
+ d̃32

2
− 1)

εDz
s =

1

2
(d̃13

2
+ d̃23

2
+ d̃33

2
− 1)

  

}
 
 

 
 

･･･････････････････････････････････････････････････････(3.6.１-6) 

 

同様に、四元数のスケール誤差は下記で表される。 

εQ
s = √q̃0

2 + q̃1
2 + q̃2

2 + q̃3
2 − 1 =

1

2
(q̃0

2 + q̃1
2 + q̃2

2 + q̃3
2 − 1) ････････････････････････(3.6.１-7) 

 

ところで、四元数を用いて方向余弦マトリクスは式（３.４-１３）のように表せるから、これを式（3.6.１-５）に代入

すると、方向余弦マトリクスと同様のスケール誤差が得られる。 

εQx
s = √(q̃0

2 + q̃1
2 − q̃2

2 − q̃3
2)
2
+ {2(q̃1q̃2 + q̃0q̃3)}2 + {2(q̃1q̃3 − q̃0q̃2)}2 − 1 

=

{
 
 

 
 

√

q̃0
4 + q̃1

4 + q̃2
4 + q̃3

4 + q̃0
2(q̃1

2 − q̃2
2 − q̃3

2) + q̃1
2(q̃0

2 − q̃2
2 − q̃3

2)

−q̃2
2(q̃0

2 + q̃1
2 − q̃3

2) − q̃3
2(q̃0

2 + q̃1
2 − q̃2

2)

+4(q̃1
2q̃2

2 + 2q̃0q̃1q̃2q̃3 + q̃0
2q̃3

2) + 4(q̃1
2q̃3

2 − 2q̃0q̃1q̃2q̃3 + q̃0
2q̃2

2)
}
 
 

 
 

− 1 

= {√
q̃0

4 + q̃1
4 + q̃2

4 + q̃3
4 + 2q̃0

2q̃1
2 − 2q̃0

2q̃2
2 − 2q̃0

2q̃3
2 − 2q̃1

2q̃2
2 − 2q̃1

2q̃3
2

+2q̃2
2q̃3

2 + 4(q̃1
2q̃2

2 + 2q̃0q̃1q̃2q̃3 + q̃0
2q̃3

2) + 4(q̃1
2q̃3

2 − 2q̃0q̃1q̃2q̃3 + q̃0
2q̃2

2)
} − 1 

= √q̃0
4 + q̃1

4 + q̃2
4 + q̃3

4 + 2q̃0
2q̃1

2 + 2q̃0
2q̃2

2 + 2q̃0
2q̃3

2 + 2q̃1
2q̃2

2 + 2q̃1
2q̃3

2 + 2q̃2
2q̃3

2 − 1 

= √(q̃0
2 + q̃1

2 + q̃2
2 + q̃3

2)
2
− 1 =

1

2
(q̃0

2 + q̃1
2 + q̃2

2 + q̃3
2 − 1) 

他の軸も同様に求めると、それらは全て等しく、式（３.６.１-７）と同じ下記で表される。 

εQx
s = εQy

s = εQz
s =

1

2
(q̃0

2 + q̃1
2 + q̃2

2 + q̃3
2 − 1) ･････････････････････････････････････････(3.6.１-8) 

 

(２)  スキュー誤差 

回転座標系の各軸単位ベクトルは互いに直交していなければならないが、この直交条件からのずれをス

キュー誤差と呼び、下記のように表される。 

εDx
k = sin−1 (ỹB ⋅ z̃B) = sin

−1(d̃12d̃13 + d̃22d̃23 + d̃32d̃33) ≒ d̃12d̃13 + d̃22d̃23 + d̃32d̃33

εDy
k = sin−1(z̃B ⋅ x̃B) = sin

−1(d̃13d̃11 + d̃23d̃21 + d̃33d̃31) ≒ d̃13d̃11 + d̃23d̃21 + d̃33d̃31

εDz
k = sin−1 (x̃B ⋅ ỹB) = sin

−1(d̃11d̃12 + d̃21d̃22 + d̃31d̃32) ≒ d̃11d̃12 + d̃21d̃22 + d̃31d̃32

   

}
 
 

 
 

････(3.6.１-9) 

 

四元数は１つのベクトル（オイラー軸）しか持たないので、スキュー誤差は発生しない。 

εQx
k = εQy

k = εQz
k = 0  ････････････････････････････････････････････････････････････････････(3.6.１-10) 

 

(３)  ドリフト誤差 

計算して得られた姿勢と真の姿勢との間に回転角が存在する場合、これをドリフト誤差と呼び、下記のよう

に表される。 
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𝐃B̃
B = (𝐃B

I )
T
⋅ 𝐃̃B

I = (

x̃B ⋅ xB ỹB ⋅ xB z̃B ⋅ xB

x̃B ⋅ yB ỹB ⋅ yB z̃B ⋅ yB

x̃B ⋅ zB ỹB ⋅ zB z̃B ⋅ zB

) ≒ (

1 −εDz
d εDy

d

εDz
d 1 −εDx

d

−εDy
d εDx

d 1

) ･･･････････････(3.6.１-11) 

としたとき、ドリフト誤差は 

εDx
d =

1

2
(ỹB ⋅ zB − z̃B ⋅ yB) =

1

2
(d̃12d13 − d12d̃13 + d̃22d23 − d22d̃23 + d̃32d33 − d32d̃33)

εDy
d =

1

2
(z̃B ⋅ xB − x̃B ⋅ zB) =

1

2
(d̃13d11 − d13d̃11 + d̃23d21 − d23d̃21 + d̃33d31 − d33d̃31)

εDz
d =

1

2
(x̃B ⋅ yB − ỹB ⋅ xB) =

1

2
(d̃11d12 − d11d̃12 + d̃21d22 − d21d̃22 + d̃31d32 − d31d̃32)

  

}
 
 

 
 

･･(3.6.１-12) 

 

四元数のドリフト誤差は、式（３.６.１-１１）と同様な回転を表す四元数を以下のように定義して 

𝐐B̃
B = (𝐐B

I )
∗
⊗ 𝐐̃B

I = (

q0
−q1
−q2
−q3

)⊗(

q̃0
q̃1
q̃2
q̃3

) = (

q0 (q1 q2 q3)

−(

q1
q2
q3
) q01 − [(

q1
q2
q3
) ×]

) ⋅ (

q̃0
q̃1
q̃2
q̃3

)

= (

q0q̃0 + q1q̃1 + q2q̃2 + q3q̃3
q0q̃1 − q1q̃0 − q2q̃3 + q3q̃2
q0q̃2 − q2q̃0 − q3q̃1 + q1q̃3
q0q̃3 − q3q̃0 − q1q̃2 + q2q̃1

) 

= cos
εQ
d

2
+ sin

εQ
d

2
(
εQ
d

εQ
d
) =

(

 
 
 
 

cos
εQ
d

2

1

εQ
d
sin

εQ
d

2
(

εQx
d

εQy
d

εQz
d

)

)

 
 
 
 

 

ここで、𝛆Q
d = (

εQx
d

εQy
d

εQz
d

) 

εQ
d = |𝛆Q

d | = √εQx
d 2

+ εQy
d 2

+ εQz
d 2

 

上式においてεQ
d ≪ 1であるから下記が成立する。 

1

εQ
d
sin

εQ
d

2
≒
1

εQ
d
{
εQ
d

2
−
1

3!
(
εQ
d

2
)

3

} =
1

2
−
εQ
d2

48
≒
1

2
 

従って、四元数のドリフト誤差は下記のように表される。 

εQx
d = 2(q0q̃1 − q1q̃0 − q2q̃3 + q3q̃2)

εQy
d = 2(q0q̃2 − q2q̃0 − q3q̃1 + q1q̃3)

εQz
d = 2(q0q̃3 − q3q̃0 − q1q̃2 + q2q̃1)

  }･･････････････････････････････････････････････････(3.6.１-13) 

 

3.6.2  打ち切り誤差 

航法計算において、角度増分を用いて姿勢更新を行う際に角度増分の正弦及び余弦を求める必要があ

るが、正弦及び余弦の計算はテーラー級数に展開して有限次数で打ち切るため、打ち切り誤差が生ずる。 

方向余弦マトリクス法では式（３.２-10）で姿勢が更新され、角度増分の正弦及び余弦を含む係数は式（３.２

-１１）及び式（３.２-１２）で表される。また、四元数法では式（３.４-２９）で姿勢が更新され、角度増分の正弦及

び余弦を含む係数は式（３.４-30）及び式（３.４-３１）で表される。これらは次数ｎで打ち切ると、無限次数まで

求めたものに比較して下記の打ち切り誤差を持つ。 

εsn = sn − s∞ ･･････････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.２-1） 

εcn = cn − c∞ ･･････････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.２-２） 
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ここで、sn, cn ：打ち切り次数ｎまで求めた係数 

s∞, c∞ ：無限次数まで求めた係数 

 

(１)  スケール誤差 

方向余弦マトリクス法では、式（３.６.１-６）に式（３.２-１０）の更新マトリクス（推移マトリクス）の要素を代入して、

次数打ち切りによるスケール誤差は下記のように表される。 

εDx
s =

1

2
[{1 − cn(Δθy

2 + Δθz
2)}

2
+ {cnΔθxΔθy + snΔθz}

2
+ {cnΔθxΔθz − snΔθy}

2
− 1] 

=
1

2
{cn

2(Δθy
2 + Δθz

2)
2
+ cn

2Δθx
2(Δθy

2 + Δθz
2) + sn

2(Δθy
2 + Δθz

2) − 2cn(Δθy
2 + Δθz

2)} 

=
1

2
(Δθy

2 + Δθz
2){cn

2(Δθx
2 + Δθy

2 + Δθz
2) + sn

2 − 2cn} 

=
1

2
(Δθy

2 + Δθz
2)(cn

2Δθ2 + sn
2 − 2cn) ････････････････････････････････････････････（3.6.２-３） 

上式において、次数ｎを無限大とすると誤差はゼロとなるから下記が成り立つ。 

c∞
2Δθ2 + s∞

2 − 2c∞ = 0 ･･･････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.２-４） 

従って、式（３.６.２-３）に式（３.６.２-１）及び式（３.６.２-２）を代入し、さらに式（３.６.２-４）を代入した後で打ち切り

誤差の高次項を省略すると 

εDx
s =

1

2
(Δθy

2 + Δθz
2){(c∞ + εcn)

2Δθ2 + (s∞ + εsn)
2 − 2(c∞ + εcn)} 

=
1

2
(Δθy

2 + Δθz
2){(c∞

2Δθ2 + s∞
2 − 2c∞) + 2c∞εcnΔθ

2 + 2s∞εsn − 2εcn + εcn
2Δθ2 + εsn

2} 

=
1

2
(Δθy

2 + Δθz
2)(2c∞εcnΔθ

2 + 2s∞εsn − 2εcn) 

さらに上式に式（３.２-１１）及び式（３.２-１２）を代入して高次項を省略すると 

εDx
s =

1

2
(Δθy

2 + Δθz
2) (2

1 − cosΔ θ

Δθ2
εcnΔθ

2 + 2
sinΔ θ

Δθ
εsn − 2εcn) 

=
1

2
(Δθy

2 + Δθz
2){2

1 − (1 −
Δθ2

2 +⋯)

Δθ2
εcnΔθ

2 + 2
(Δθ −

Δθ3

3! + ⋯)

Δθ
εsn − 2εcn} 

=
1

2
(Δθy

2 + Δθz
2) {2(

Δθ2

2
−⋯)εcn + 2(1 −

Δθ2

3!
+⋯) εsn − 2εcn} 

        = (Δθy
2 + Δθz

2)(εsn − εcn)

εDy
s = (Δθz

2 + Δθx
2)(εsn − εcn)

εDz
s = (Δθx

2 + Δθy
2)(εsn − εcn)

    }･････････････････････････････････････････････････････（3.6.２-５） 

 

同様に、四元数法では式（３.６.１-８）に式（３.４-２９）における更新マトリクス（推移マトリクス）に対応する式

（３.４-２８）の要素を代入して、次数打ち切りによるスケール誤差は下記のように表される。 

εQx
s = εQy

s = εQz
s = cn

2 + sn
2(Δθx

2 + Δθy
2 + Δθz

2) − 1 = cn
2 + sn

2Δθ2 − 1 

= (c∞ + εcn)
2 + (s∞ + εsn)

2Δθ2 − 1 

= (c∞
2 + s∞

2Δθ2 − 1) + εcn
2 + εsn

2Δθ2 + 2c∞εcn + 2s∞εsnΔθ
2 

= 2cnεcn + 2
1

Δθ
sn ε snΔθ

2 = 2cos
Δθ

2
εcn + 2

1

Δθ
sin

Δθ

2
εsnΔθ

2 

= 2εcn + εsnΔθ
2 ･･･････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.２-６） 

 

(２)  スキュー誤差 

方向余弦マトリクス法では、式（３.６.１-９）に式（３.２-１０）の更新マトリクス（推移マトリクス）の要素を代入して、
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次数打ち切りによるスキュー誤差は下記のように表される。 

εDx
k = (cnΔθyΔθx − snΔθz)(cnΔθzΔθx + snΔθy) + {1 − cn(Δθz

2 + Δθx
2)}(cnΔθzΔθy − snΔθx)

+ (cnΔθyΔθz + snΔθx){1 − cn(Δθx
2 + Δθy

2)} 

= cn
2Δθx

2ΔθyΔθz − sn
2ΔθyΔθz + sncnΔθx(Δθy

2 − Δθz
2) + cnΔθzΔθy − cn

2(Δθz
2 + Δθx

2)ΔθzΔθy

− snΔθx + sncnΔθx(Δθz
2 + Δθx

2) + cnΔθyΔθz + snΔθx

− cn
2(Δθx

2 + Δθy
2)ΔθyΔθz − sncnΔθx(Δθx

2 + Δθy
2) 

= −sn
2ΔθyΔθz + 2cnΔθyΔθz − cn

2(Δθx
2 + Δθy

2 + Δθz
2)ΔθyΔθz 

= −ΔθyΔθz(sn
2 − 2cn + cn

2Δθ2) 

= −ΔθyΔθz{(s∞ + εsn)
2 − 2(c∞ + εcn) + (c∞ + εcn)

2Δθ2} 

= −ΔθyΔθz{(s∞
2 − 2c∞ + c∞

2Δθ2) + 2s∞εsn − 2εcn + 2c∞εcnΔθ
2 + εcn

2Δθ2} 

= −ΔθyΔθz(2s∞εsn − 2εcn) 

= −ΔθyΔθz (2
sinΔ θ

Δθ
εsn − 2εcn) = −ΔθyΔθz(2

Δθ −
Δθ3

3!
+⋯

Δθ
εsn − 2εcn) 

       = −2ΔθyΔθz(εsn − εcn)

εDy
k = −2ΔθzΔθx(εsn − εcn)

εDz
k = −2ΔθxΔθy(εsn − εcn)

    }･･････････････････････････････････････････････････････････（3.6.２-７） 

 

四元数法ではスキュー誤差はない。 

εQx
k = εQy

k = εQz
k = 0 ････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.２-８） 

 

(３)  ドリフト誤差 

方向余弦マトリクス法では、式（３.６.１-１２）に式（３.２-１０）の更新マトリクス（推移マトリクス）の要素を次数ｎ

及び次数無限大として代入すると、打ち切り次数ｎによるドリフト誤差は下記のように表される。 

εDx
d =

1

2
[(cnΔθyΔθx − snΔθz)(c∞ΔθzΔθx + s∞Δθy) − (c∞ΔθyΔθx − s∞Δθz)(cnΔθzΔθx + snΔθy)

+ {1 − cn(Δθz
2 + Δθx

2)}(c∞ΔθzΔθy − s∞Δθx)

− {1 − c∞(Δθz
2 + Δθx

2)}(cnΔθzΔθy

− snΔθx)+(cnΔθyΔθz + snΔθx){1 − c∞(Δθx
2 + Δθy

2)}

− (c∞ΔθyΔθz + s∞Δθx){1 − cn(Δθx
2 + Δθy

2)}] 

= Δθx{sn − s∞ + Δθ
2(cns∞ − snc∞)} ････････････････････････････････････････････････（3.6.２-９） 

上式に式（３.６.２-１）および式（３.６.２-２）を代入して整理すると 

εDx
d = Δθx[(s∞ + εsn) − s∞ + Δθ

2{(c∞ + εcn)s∞ − (s∞ + εsn)c∞}] 

= Δθx(εsn + Δθ
2s∞εcn) 

= Δθx (εsn + Δθ
2
sin Δ θ

Δθ
εcn) = Δθx(εsn + Δθ

2
Δθ −

Δθ3

3! + ⋯

Δθ
εcn) 

= Δθx(εsn + Δθ
2εcn) ･････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.２-１０） 

εDy
d = Δθy{sn − s∞ + Δθ

2(cns∞ − snc∞)} 

= Δθy(εsn + Δθ
2εcn) ･････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.２-１１） 

εDz
d = Δθz{sn − s∞ + Δθ

2(cns∞ − snc∞)} 

= Δθz(εsn + Δθ
2εcn) ･････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.２-１２） 
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同様に、四元数法では式（３.６.１-１３）に式（３.４-２９）における更新マトリクス（推移マトリクス）に対応する式

（３.４-２８）の要素を次数ｎ及び次数無限大として代入すると、打ち切り次数ｎによるドリフト誤差は下記のよう

に表される。 

εQx
d = 2(c∞Δθxsn − Δθxs∞cn − Δθys∞Δθzsn + Δθzs∞Δθysn) 

= 2Δθx{c∞sn − s∞cn} ････････････････････････････････････････････････････････････・（3.6.２-１３） 

上式に式（３.６.２-１）および式（３.６.２-２）を代入して整理し、さらに y､zについても同様に求めて、 

εQx
d = 2Δθx{c∞(s∞ + εsn) − s∞(c∞ + εcn)} = 2 {cos

Δθ

2
εsnΔθx −

1

Δθ
sin

Δθ

2
εcnΔθx} 

                                                  = Δθx(2εsn − εcn)

εQy
d = 2Δθy{c∞sn − s∞cn} = Δθy(2εsn − εcn)

εQz
d = 2Δθz{c∞sn − s∞cn} = Δθz(2εsn − εcn)

  }･････････････････････････････････････････（3.6.２-１４） 

 

3.6.3  姿勢計算誤差の改良法 

角度増分の正弦及び余弦の計算は、テーラー級数に展開して下記のように表される。 

sinΔ θ = Δθ −
Δθ3

3!
+
Δθ5

5!
−
Δθ7

7!
+⋯ ･･･････････････････････････････････････････････････････（3.6.３-１） 

cosΔθ = 1 −
Δθ2

2!
+
Δθ4

4!
−
Δθ6

6!
+⋯ ････････････････････････････････････････････････････････（3.6.３-２） 

そこで、方向余弦マトリクス法の式（３.２-１１）～（３.２-１２）及び四元数法の式（３.４-３０）～（３.４-３１）は、上記

Δθのｎ乗まで用いた場合をｎ次の近似次数とすると、下記のように表される。 

 

表３.６.３-１ 姿勢更新における近似係数 

次数 ０次 １次 ２次 ３次 ４次 ５次 ６次 

sin Δθ  Δθ  −
Δθ3

3!
  

Δθ5

5!
  

cos Δθ 1  −
Δθ2

2!
  

Δθ4

4!
  −

Δθ6

6!
 

方向余弦 

マトリクス

法 

sn =
sin Δ θ

Δθ
  1  −

Δθ2

3!
  

Δθ4

5!
  

cn =
1 − cosΔ θ

Δθ2
 0  

1

2
  −

Δθ2

4!
  Δθ4

6!
 

四元数法 

sn =
1

Δθ
sin

Δθ

2
  

1

2
  −

Δθ2

23 ⋅ 3!
  

Δθ4

25 ⋅ 5!
  

cn = cos
Δθ

2
 1  −

Δθ2

22 ⋅ 2!
  

Δθ4

24 ⋅ 4!
  −

Δθ6

26 ⋅ 6!
 

 

上記の表に示したようにｎ次で打ち切った場合は、３.６.２項に示した打ち切り誤差が発生する。このうち、ス

ケール誤差は下記のように正規化することで除去でき、スキュー誤差は直交化することで除去できる。 

xB =
x̃B

|x̃B|
=

x̃B

√x̃B ⋅ x̃B
≒

x̃B
1
2 {(x̃B ⋅ x̃B) + 1}

=
x̃B

1 +
(x̃B ⋅ x̃B) − 1

2

 

上式に
1

1+ε
≒ 1 − ε（但し、ε ≪ 1）を適用して 

xB ≒ {1 −
(x̃B ⋅ x̃B) − 1

2
} x̃B = {

3 − (x̃B ⋅ x̃B)

2
} x̃B ･････････････････････････････････････････（3.6.３- 3） 

正規化したxBを求めたらỹBと直交化してから正規化してzBを求める。 
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zB =
xB × ỹB

|xB × ỹB|
= {

3 − (xB × ỹB) ⋅ (xB × ỹB)

2
}(xB × ỹB)  ･････････････････････････････････（3.6.３-４） 

yB = zB × xB ･･･････････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.３-５） 

𝐐B
I =

𝐐̃B
I

|𝐐̃B
I |
=

𝐐̃B
I

√q̃0
2 + q̃1

2 + q̃2
2 + q̃3

2

≒
𝐐̃B
I

1
2
(q̃0

2 + q̃1
2 + q̃2

2 + q̃3
2 + 1)

 

= 𝐐̃B
I
3 − (q̃0

2 + q̃1
2 + q̃2

2 + q̃3
2)

2
 ･･････････････････････････････････････････････････（3.6.３-６） 

 

ドリフト誤差は、式（３.６.２-１０）～（３.６.２-１２）及び式（３.６.２-１４）に示した打ち切り誤差が小さくなるように、

上記の表に示した係数を調整することで改良することが出来る。 

 

(１)  方向余弦マトリクス（参考） 

方向余弦マトリクス法は式（３.６.２-９）のようにドリフト誤差が表されるから、これらを再掲すると、下記のよう

に表される。 

εDP
d = ΔθP{sn − s∞ + Δθ

2(cns∞ − snc∞)} ････････････････････････････････････････････････（3.6.３-７） 

ここで、P=ｘ、ｙ、ｚ 

上式で近似次数が２次の場合は、sn、s∞及びc∞にそれぞれの式を代入し、その結果がゼロになるようにcnの

式を下記のように決定すればよい。 

εDP
d = ΔθP [1 − (1 −

Δθ2

6
+
Δθ4

120
−⋯) + Δθ2 {cn (1 −

Δθ2

6
+
Δθ4

120
−⋯)− 1(

1

2
−
Δθ2

24
+⋯)}] = 0 

 

cn =
[−

1
Δθ2

{1 − (1 −
Δθ2

6 +
Δθ4

120 −⋯)} + 1 (
1
2 −

Δθ2

24 +⋯)]

(1 −
Δθ2

6 +
Δθ4

120 −⋯)
 

=

1
3 −

Δθ2

30 +⋯

1 −
Δθ2

6 +⋯
≒
1

3
 ････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.３-８） 

同様に、近似次数が４次の場合は 

εDP
d = ΔθP [(1 −

Δθ2

6
) − (1 −

Δθ2

6
+
Δθ4

120
−⋯) 

 

+Δθ2 {cn (1 −
Δθ2

6
+
Δθ4

120
−⋯)− (1 −

Δθ2

6
)(
1

2
−
Δθ2

24
+⋯)}⌉ = 0 

  

cn =
[−

1
Δθ2

{(1 −
Δθ2

6 ) − (1 −
Δθ2

6 +
Δθ4

120 −⋯)} + (1 −
Δθ2

6 ) (
1
2 −

Δθ2

24 +⋯)]

(1 −
Δθ2

6 +
Δθ4

120 −⋯)
 

=

1
2 −

7Δθ2

60 +⋯

1 −
Δθ2

6 +
Δθ4

120 −⋯
≒
1

2
−
Δθ2

30
 ･･･････････････････････････････････････････････････（3.6.３-９） 

さらに、近似次数が６次の場合は 

εDP
d = ΔθP [(1 −

Δθ2

6
+
Δθ4

120
) − (1 −

Δθ2

6
+
Δθ4

120
−

Δθ6

120 × 42
+⋯) 

 

+Δθ2 {cn (1 −
Δθ2

6
+
Δθ4

120
−

Δθ6

120 × 42
−⋯)− (1 −

Δθ2

6
+
Δθ4

120
)(
1

2
−
Δθ2

24
+

Δθ4

120 × 6
−⋯)}] = 0 
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cn =
−

1
Δθ2

{(1 −
Δθ2

6
+
Δθ4

120
) − (1 −

Δθ2

6
+
Δθ4

120
−

Δθ6

120 × 42
+ ⋯)} + (1 −

Δθ2

6
+
Δθ4

120
) (
1
2
−
Δθ2

24
+

Δθ4

120 × 6
−⋯)

(1 −
Δθ2

6
+
Δθ4

120
−

Δθ6

120 × 42
+⋯)

 

=

1
2 −

Δθ2

8 +
31Δθ4

2520
+⋯

1 −
Δθ2

6
+
Δθ4

120
−

Δθ6

120 × 42
−⋯

≒
1

2
−
Δθ2

24
+
Δθ4

840
 ･･･････････････････････････････（3.6.３-１０） 

 

(２)  四元数 

四元数法は式（３.６.２-１３）のようにドリフト誤差が表されるから、これらを再掲すると、下記のように表される。 

εQP
d = 2ΔθP{c∞sn − s∞cn} ,    P = ｘ,ｙ, ｚ ････････････････････････････････････････････････（3.6.３-１１） 

上式で近似次数が２次の場合は、sn、s∞及びc∞にそれぞれの式を代入し、その結果がゼロになるようにcnの

式を下記のように決定すればよい。 

εQP
d = 2ΔθP {(1 −

Δθ2

8
+⋯)

1

2
− (

1

2
−
Δθ2

48
+⋯)cn} = 0 

cn =

1
2(1 −

Δθ2

8 +⋯)

1
2
−
Δθ2

48
+⋯

=
1 −

Δθ2

8
+⋯

1 −
Δθ2

24
+⋯

≒ 1 −
Δθ2

12
 ･･････････････････････････････････････（3.6.３-１２） 

同様に、近似次数が４次の場合は 

εQP
d = 2ΔθP {(1 −

Δθ2

8
+
Δθ4

384
−⋯)(

1

2
−
Δθ2

48
) − (

1

2
−
Δθ2

48
+
Δθ4

3840
−⋯)cn} = 0 

 

cn =
(
1
2 −

Δθ2

48 ) (1 −
Δθ2

8 +
Δθ4

384 −⋯)

1
2 −

Δθ2

48 +
Δθ4

3840 −⋯
=

1
2 −

Δθ2

12 +
Δθ4

256
−⋯

1
2 −

Δθ2

48 +
Δθ4

3840 −⋯
≒ 1−

Δθ2

8
+
Δθ4

480
 ･････････（3.6.３-１３） 

さらに、近似次数が６次の場合は 

εQP
d = 2ΔθP {(1 −

Δθ2

8
+
Δθ4

384
−

Δθ6

3840 × 10 × 12
+⋯)(

1

2
−
Δθ2

48
+
Δθ4

3840
)

− (
1

2
−
Δθ2

48
+
Δθ4

3840
−

Δθ6

3840 × 12 × 14
+⋯)cn} = 0 

 

cn =
(
1
2 −

Δθ2

48 +
Δθ4

3840) (1 −
Δθ2

8 +
Δθ4

384 −
Δθ6

3840 × 10 × 12 +⋯)

1
2 −

Δθ2

48 +
Δθ4

3840 −
Δθ6

3840 × 12 × 14 +⋯
 

 

=

1
2 −

Δθ2

12 +
Δθ4

240 −
3Δθ6

384 × 16 × 7 +⋯

1
2 −

Δθ2

48 +
Δθ4

3840 −
Δθ6

3840 × 12 × 14 +⋯
≒ 1 −

Δθ2

8
+
Δθ4

384
−

Δθ6

53760
 ･････････････････（3.6.３-１４） 

 

上記の近似係数を改良した結果をまとめて表３.６-２に示す。 

表３.６.３-２ 姿勢更新における近似係数の改良 

次数 改良２次 改良４次 改良６次 

方向余弦 

マトリクス法 

（参考） 

sn =
sin Δθ

Δθ
 1 1 −

Δθ2

6
 1 −

Δθ2

6
+
Δθ4

120
 

cn =
1 − cosΔθ

Δθ2
 

1

3
 

1

2
−
Δθ2

30
 

1

2
−
Δθ2

24
+
Δθ4

840
 

四元数法 

sn =
1

Δθ
sin

Δθ

2
 

1

2
 

1

2
−
Δθ2

48
 

1

2
−
Δθ2

48
+
Δθ4

3840
 

cn = cos
Δθ

2
 1 −

Δθ2

12
 1 −

Δθ2

8
+
Δθ4

480
 1 −

Δθ2

8
+
Δθ4

384
−

Δθ6

54760
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3.6.4  姿勢誤差の評価 

慣性航法で求めた姿勢には下記の誤差が含まれる。 

☆ 観測値（角度増分）が持っている誤差 

○ センサ誤差 

○ 量子化誤差 

☆ 更新計算における誤差 

○ 打ち切り誤差 

○ 切り捨て誤差 

○ 丸め誤差 

☆ 観測できないコーニングドリフトの補正残差 

 

(１)  センサ誤差 

補足５.４項に衛星打上用大型ロケットにおける慣性センサ（ＩＭＵ）の主要特性例を示す。 

 

(２)  量子化誤差 

ジャイロは角速度を積分し、それが一定の量に達したとき

に一つのパルスが生成され、そのパルスを積算することで角

度積算値が得られる。量子化の過程で１パルスに満たない積

分量は保持されるので、パルス出力値は下記の量子化誤差

を持つ。 

εP = ±
P

2
 ･･････････････････････････････････（3.6.４-１） 

ここで、Ｐ：パルスウェイト 

図３.６.４-１ 量子化誤差 

上記の量子化誤差を含んだパルス出力値は下記のように表される。 

θPi = Pi + εPi ･･･････････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.４-２） 

この量子化誤差は分布区間[−
P

2
,
P

2
]で下図に示したような確率密度関数を持った一様分布と考えることがで

きるので、下記の統計量で表される。 

E(εPi) = 0       ：量子化誤差の平均 

E(εPiεPj) = δijσi
2 ：量子化誤差の分散 

ここで、Ｅ ：期待値オペレータ 

δij = {
1 i＝jのとき

0 i ≠ jのとき
 

また、この量子化誤差の分散は、下記で表される。 

σ2 = E(εPi
2) = ∫ {z2f(z)}dz

P
2

−
P
2

= ∫ {z2
1

P
} dz

P
2

−
P
2

=
z3

3P
|
−
P
2

P
2

=
2

3P
(
P

2
)
3

=
P2

12
 ････････････････････（3.6.４-３） 

角度積算値は、上記の誤差を持ったパルスを積算するから、下記のように表される。 

θ = ∑ (Pi + εPi)
n
i=1  ･･･････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.４-４） 

μθ = E(θ) = E(෍(Pi + εPi)

n

i=1

) =෍E(Pi + εPi)

n

i=1

=෍Pi

n

i=1

+෍E(εPi)

n

i=1

=෍Pi

n

i=1

 ･･････････････（3.6.４-５） 

角速度積分値 

角度パルス積算値 

Ｐ 

  

ｚ 

ｆ 
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E(θ − μθ)
2 = E(θ2 − 2μθθ + μθ

2) = E(θ2) − 2μθE(θ) + E(μθ
2) = E(θ2) − 2μθ

2 + μθ
2 = E(θ2) − μθ

2 

= E(෍(Pi + εPi)

n

i=1

)

2

− μθ
2 = E{(෍Pi

n

i=1

+෍εPi

n

i=1

)

2

} − μθ
2 

= E{(෍Pi

n

i=1

)

2

+ 2෍Pi

n

i=1

෍εPi

n

i=1

+ (෍εPi

n

i=1

)

2

}− μθ
2 

= E(෍Pi

n

i=1

)

2

+ 2E(෍Pi

n

i=1

෍εPi

n

i=1

) + E(෍εPi

n

i=1

)

2

− μθ
2 

= E(μθ)
2 + 2μθE(෍εPi

n

i=1

) + E(෍εPi

n

i=1

)

2

− μθ
2 = E(෍εPi

n

i=1

)

2

 

= E

(

 ෍εPiεPj

n

i=1
j=1 )

 =෍E(εPiεPj)

n

i=1
j=1

=෍δijσi
2

n

i=1
j=1

=෍σi
2

n

i=1

= nσ2 = n
P2

12
 ･･････････（3.6.４-６） 

従って、累積量子化誤差の標準偏差は下記で表される。 

σθ =
P

√12
√n ････････････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.４-７） 

この角度積算は慣性センサ･ユニット（ＩＭＵ）の中で行われるので、ＩＭＵ誤差（ランダムウォーク）と等価となり、

上式のデータ数ｎは角度パルスの累積数であるから、ＩＭＵ出力データには下記の累積量子化誤差が含ま

れることとなる。 

Θ = ∫ |ω|dt  ：累積角度
T

0
･･････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.４-８） 

σθ =
P

√12
√n =

P

√12
√
Θ

P
=

1

√12
√ΘP  ：累積量子化誤差･･･････････････････････････････････（3.6.４-９） 

ここで、ω：角速度 

 

(３)  打ち切り誤差 

姿勢更新における多項式の打ち切り誤差は、３.６.３項に示した改良が行われる。スケール誤差は式（３.６.３

-３）～（３.６.３-５）及び式（３.６.３-６）のように正規化することで取り除くことができるが、スキュー誤差を取り除く

ための直交化は式（３.６.３-４）に示したように、３軸のうちの何れか１軸を基準として行うので、その基準とした

軸がスキュー誤差を持っていると、ドリフト誤差と同じになってしまう。そこで方向余弦マトリクス法では、２.５.２

（２）項のスキュー誤差式（３.６.２-７）と（３）項のドリフト誤差式（３.６.２-１０）～（３.６.２-１２）を合わせてドリフト誤差

として評価する必要がある。 

εDx
d = −2ΔθyΔθz(εsn − εcn) + Δθx(εsn + Δθ

2εcn) 

       = εsn(Δθx − 2ΔθyΔθz) + εcn(Δθ
2Δθx + 2ΔθyΔθz)

εDy
d = εsn(Δθy − 2ΔθzΔθx) + εcn(Δθ

2Δθy + 2ΔθzΔθx)

εDz
d = εsn(Δθz − 2ΔθxΔθy) + εcn(Δθ

2Δθz + 2ΔθxΔθy)

    }････････････････････････････････（3.6.４-１０） 

 

 

表３.６.４-１に打ち切り誤差を示す。 
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表３.６.４-１ 姿勢更新における打ち切り誤差 

計算法 種類 改良２次 改良４次 改良６次 

方向余弦 

マトリクス法 

（参考） 

スケール 
1

6
(Δθj

2 + Δθk
2) −

Δθ2

120
(Δθj

2 + Δθk
2) 

Δθ4

5040
(Δθj

2 + Δθk
2) 

スキュー −
1

3
ΔθjΔθk 

Δθ2

60
ΔθjΔθk −

Δθ4

2520
ΔθjΔθk 

ド
リ
フ
ト 

直交化

無し 
−
Δθ4

45
Δθi −

Δθ6

840
Δθi+ 

Δθ6

45360
Δθi 

直交化

有り(*) 
−
Δθ4

45
Δθi −

1

3
ΔθjΔθk −

Δθ6

840
Δθi+

Δθ2

60
ΔθjΔθk 

Δθ6

45360
Δθi −

Δθ4

2520
ΔθjΔθk 

四元数法 

スケール −
Δθ2

12
 

Δθ4

960
 

Δθ6

161280
 

スキュー 0 0 0 

ドリフト −
Δθ4

720
Δθi 

Δθ6

53760
Δθi 

Δθ8

11612160
Δθi 

（＊）スキュー誤差を除去するために直交化した場合。 

 

上記の表に示したように、近似係数の改良を図ってドリフト誤差を小さくすると、スケール誤差とスキュー誤

差が悪化することとなる。スケール誤差は正規化することで除去できるが、方向余弦マトリクス法におけるスキ

ュー誤差は、直交化して除去しようとすると式（３.６.４-１０）に示したようにドリフト誤差を増大させるので、スキュ

ー誤差がない四元数にしかドリフト誤差の改善方法は適用できない。 

 

(４)  切り捨て誤差 

計算機のビット長が有限であることから生ずる誤差で、演算中に最下位ビットの重みに満たない数値が切

り捨てられると、それが累積して大きくなる。特に、積分や累積加算する式においては、理論値どおりの切り

捨て誤差が累積してドリフトしてゆくのが観測される。 

図２.５-２に示したように、長いビット長のデータの下位を切り捨てると、そのデータが正の場合でも負の場

合でも数直線上で値が小さくなるので、正の場合は切り捨てられてゼロに、負の場合は切り捨てられて－ＬＳ

Ｂになる。よって、積算データの最下位ビットの重み（ＬＳＢ）の半分が、平均的に切り捨てられ、下記で表され

る。 

εT = −
LSB

2
 ････････････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.４-１１） 

従って、演算周期 ΔＴ毎に時間Ｔの間、積算演算を繰り返すと、下記の累積切り捨て誤差が発生する。 

εT = −(
LSB

2
)
T

ΔT
 ････････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.４-１２） 
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図３.６.４-２ 切り捨て誤差 

 

(５)  丸め誤差 

上記（４）項の切り捨て誤差と同様に、計算機のビット長が有限であることから生ずる誤差であるが、演算中

に最下位ビットの重みに満たない数値が四捨五入（丸め）される場合に発生する誤差で、下記のように表さ

れる。 

εR = ±
LSB

2
 ････････････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.４-１３） 

この誤差は平均値ゼロで分布区間[−
LSB

2
,
LSB

2
]の範囲で一様分布する考えられるので、量子化誤差と同様に、

その分散は下記で表される。 

σR
2 =

LSB2

12
 ････････････････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.４-１４） 

従って、演算周期 ΔＴ毎に時間Ｔの間、丸め誤差を持ったデータを積算すると、下記の累積丸め誤差が発生

する。 

σR =
LSB

√12
√n =

LSB

√12
√
T

ΔT
 ･････････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.４-１５） 

 

(６)  コーニングドリフト補正残差 

コーニング補正（座標回転の補正）は３.５項に述べた方法で行い、ジャイロで計測できない式（３.５-１）の第

２項以降のノンコミュタティビティ･レートのうち、無視された第３項が補正残差となる。 

姿勢更新は、回転ベクトルの式（３.５-１）を微小時間 Δｔ間で積分して得た角度増分を用いて行うので、そ

の微小時間 Δｔ間の角度増分は微小と見なせて𝛥𝜃(𝑡) ≪ 1であるから、第３項の係数は３.５項にも示したように
1

Δθ(t)
2 (1 −

Δθ(t) sinΔθ(t)

2(1−cosΔθ(t))
) ≒

1

12
 となり、コーニングドリフト補正残差は下記で表される。 

εθc(T) = ∫ [
1

Δθ(t)
2 (1 −

Δθ(t) sinΔ θ(t)

2(1 − cosΔ θ(t))
) {Δθ(t) × (Δθ(t) ×ωB(t))}] dt

T

T−Δt

 

=
1

12
∫ {Δθ(t) × (Δθ(t) ×ωB(t))}dt
T

T−Δt

=
1

12
∫ {[Δθ(t) ×]

2
⋅ ωB(t)} dt

T

T−Δt

 ･････････････（3.6.４-１6） 

よって、式（３.５-７）と同様に、上式のΔθ(t)をジャイロ出力信号ΔθB(t) = ∫ωB(t)dtを用いて近似し、シンプソン

の積分公式を用いて積分すれば 

 

 

 

φｋ－１ 

計算式   φｋ＝φｋ－１＋ａ×ｂ 

φｋ 

切り捨てられる  
ａ×ｂ ＋） 

-LSB 0 LSB 

［0～LSB）の範囲 

ではゼロとなる 

［-LSB～0）の範囲 

では-LSB となる 

-LSB/2 LSB/2 
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εθc(T) =
1

12
∫ {[(∫ ωB(τ)dτ

t

T−Δt

) ×]

2

⋅ ωB(t)} dt
T

T−Δt

 

=
1

12
⋅
Δt

6
[{[(∫ ωB(τ)dτ

T−Δt

T−Δt

) ×]

2

⋅ ωB(T−Δt)} + 4{[(∫ ωB(τ)dτ
T−
1
2
Δt

T−Δt

)×]

2

⋅ ωB(T−1
2
Δt)
}

+ {[(∫ ωB(τ)dτ
T

T−Δt

) ×]

2

⋅ ωB(T)}] 

=
Δt

72
[4{[(∫ ωB(τ)dτ

T−
1
2
Δt

T−Δt

)×]

2

⋅ ωB(T−1
2
Δt)
}+ {[(∫ ωB(τ)dτ

T

T−Δt

) ×]

2

⋅ ωB(T)}] 

=
Δt

72
[4 {[Δθ

B(T−
1
2
Δt)
×]

2

⋅ ωB(T−1
2
Δt)
} + {[ΔθB(T) ×]

2
⋅ ωB(T)}]  ･･･････････････････（3.6.４-１7） 

従って、上式に式（３.５-10）、式（３.５-１３）および式（３.５-１４）を代入して、コーニングドリフト補正残差は下記

のように表される。 

εθc(T) =
Δt

72
[4 {[(

1

8
ΔθB(T−Δt) +

3

8
ΔθB(T)) ×]

2

⋅ (
1

Δt
ΔθB(T))}

+ {[ΔθB(T) ×]
2
⋅ (−

1

2Δt
ΔθB(T−Δt) +

3

2Δt
ΔθB(T))}] 

=
Δt

72
{
1

2Δt
[ΔθB(T−Δt) ×]

2
⋅ ΔθB(T) −

1

2Δt
[ΔθB(T) ×]

2
⋅ ΔθB(T−Δt)} 

=
1

144
{[ΔθB(T−Δt) ×]

2
⋅ ΔθB(T) − [ΔθB(T) ×]

2
⋅ ΔθB(T−Δt)}  ････････････････････････（3.6.４-１8） 

ここでコーニング運動を式（２.３-５）のように下記で表して積分すると 

ωB(t) = Ω(
1 − cosθ
sin θ cosΩ t
− sin θ sinΩ t

) ････････････････････････････････････････････････････････････（3.6.４-１9） 

ΔθB(T) = ∫ (
Ω(1 − cos θ)
Ω sin θ cosΩ t
−Ωsin θ sinΩ t

) dt
T

T−Δt

= (
Ω(1 − cosθ)t
sin θ sinΩ t
sin θ cosΩ t

)|

T−Δt

T

= (

Ω(1 − cosθ)Δt
sin θ {sinΩ (T) − sinΩ (T − Δt)}

sin θ {cosΩ (T) − cosΩ (T − Δt)}
) 

= (

Ω(1 − cosθ)Δt
sin θ {sinΩT − sinΩT cosΩΔt + cosΩT sinΩΔt}

sin θ {cosΩT − cosΩT cosΩΔt − sinΩT sinΩΔt}
) 

ここでθ ≪ 1及びΩΔt ≪ 1とすれば 

ΔθB(T) =

(

 
 
 
 

θ2

2
ΩΔt

θ {sinΩT − (1 −
Ω2Δt2

2
) sinΩT + ΩΔt cosΩT}

θ {cosΩT − (1 −
Ω2Δt2

2
) cosΩT − ΩΔt sinΩT}

)

 
 
 
 

 

=
θΩΔt

2
(

θ
ΩΔt sinΩT + 2 cosΩT
ΩΔt cosΩT − 2 sinΩT

)  ･･･････････････････････････････････････････････（3.6.４- 20） 

同様に 

ΔθB(T−Δt) = ∫ (
Ω(1 − cosθ)
Ω sin θ cosΩ t
−Ωsin θ sinΩ t

) dt
T−Δt

T−2Δt

= (
Ω(1 − cosθ)t
sin θ sinΩ t
sin θ cosΩ t

)|

T−2Δt

T−Δt

= (

Ω(1 − cos θ)Δt
sin θ {sinΩ (T − Δt) − sinΩ (T − 2Δt)}

sin θ {cosΩ (T − Δt) − cosΩ (T − 2Δt)}
) 
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= (

Ω(1 − cos θ)Δt
sin θ {sinΩT cosΩΔt − cosΩT sinΩΔt − sinΩT cos2ΩΔt + cosΩT sin 2ΩΔt}

sin θ {cosΩT cosΩΔt + sinΩT sinΩΔt − cosΩT cos2ΩΔt − sinΩT sin 2ΩΔt}
) 

 

=

(

 
 
 
 

θ2

2
ΩΔt

θ {(1 −
Ω2Δt2

2
) sinΩT − ΩΔt cosΩT − (1 − 2Ω2Δt2) sinΩT + 2ΩΔt cosΩT}

θ {(1 −
Ω2Δt2

2
) cosΩT + ΩΔt sinΩT − (1 − 2Ω2Δt2) cosΩT − 2ΩΔt sinΩT}

)

 
 
 
 

 

 

=

(

 
 
 

θ2

2
ΩΔt

θ {
3

2
Ω2Δt2 sinΩT + ΩΔt cosΩT}

θ {
3

2
Ω2Δt2 cosΩT − ΩΔt sinΩT}

)

 
 
 

=
θΩΔt

2
(

θ
{3ΩΔt sinΩT + 2 cosΩT}
{3ΩΔt cosΩT − 2 sinΩT}

)  ････（3.6.４- 21） 

ここで式（３.６.４-２０）及び式（３.６.４-２１）を下記のように略記して 

ΔθB(T) =
θΩΔt

2
(

θ
ΩΔt sinΩT + 2 cosΩT
ΩΔt cosΩT − 2 sinΩT

) ≡
θΩΔt

2
(
x
y
z
) 

  

ΔθB(T−Δt) =
θΩΔt

2
(

θ
3ΩΔt sinΩT + 2 cosΩT
3ΩΔt cosΩT − 2 sinΩT

) =
θΩΔt

2
{(

θ
ΩΔt sinΩT + 2 cosΩT
ΩΔt cosΩT − 2 sinΩT

) + (
0

2ΩΔt sinΩT
2ΩΔt cosΩT

)}

=
θΩΔt

2
(

x
y + b
z + c

) 

（３.６.４-１８）式のシンメトリックマトリクスは上式より 

[ΔθB(T) ×]
2
= (

θΩΔt

2
)
2

(

−y2 − z2 xy xz

xy −x2 − z2 yz

xz yz −x2 − y2
)  ･････････････････････････････（3.6.４- 22） 

 

[ΔθB(T−Δt) ×]
2
= (

θΩΔt

2
)
2

(

−(y + b)2 − (z + c)2 x(y + b) x(z + c)

x(y + b) −x2 − (z + c)2 (y + b)(z + c)

x(z + c) (y + b)(z + c) −x2 − (y + b)2
)  ････（3.6.４- 23） 

よって、コーニングドリフト補正残差は下記で表される。 

εθc(T) =
1

144
(
θΩΔt

2
)
3

{(

−(y + b)2 − (z + c)2 x(y + b) x(z + c)

x(y + b) −x2 − (z + c)2 (y + b)(z + c)

x(z + c) (y + b)(z + c) −x2 − (y + b)2
) ⋅ (

x
y
z
) 

 

−(

−y2 − z2 xy xz

xy −x2 − z2 yz

xz yz −x2 − y2
) ⋅ (

x
y + b
z + c

)} 

 

=
1

144
(
θΩΔt

2
)
3

(

−x(2yb + b2 + 2zc + c2)

2x2b + 2z2b − yc2 − 2yzc + zbc

2x2c + 2y2c − zb2 − 2yzb + ybc

) 

 

=
1

144
(
θΩΔt

2
)
3

(

−8θ(ΩΔt)2

4θ2(ΩΔt) sinΩT − 16(ΩΔt)2s2c + 16(ΩΔt)s3 − 16(ΩΔt)2c3 + 16(ΩΔt)sc2

4θ2(ΩΔt) cosΩT + 16(ΩΔt)2sc2 + 16(ΩΔt)c3 + 16(ΩΔt)2s3 + 16(ΩΔt)s2c

) 

 

=
1

144
(
θΩΔt

2
)
3

(

−8θ(ΩΔt)2

4θ2(ΩΔt) sinΩT − 16(ΩΔt)2 cosΩT + 16(ΩΔt) sinΩT

4θ2(ΩΔt) cosΩT + 16(ΩΔt)2 sinΩT + 16(ΩΔt) cosΩT

) 

高次項を省略して 

εθc(T) =
θ3(ΩΔt)4

144
(
−θ(ΩΔt)
2 sinΩT
2 cosΩT

)  ･････････････････････････････････････････････････････････（3.6.４- 24） 
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ここで、θ ：コーニング半頂角 

Ω：コーニングレート 

Δt ：データサンプリング時間間隔 
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4  位置及び速度の計算方法 

4.1  位置及び速度 

ロケットに作用する加速度は下記で表される。 

𝐚 = 𝐚F + 𝐠 ･･･････････････････････････････････････････････････････････････････････････････（4.1-1） 

ここで、 𝐚F ：推力と空気力による加速度ベクトル 

𝐠  ：重力加速度ベクトル 

ロケットの航法においては、加速度計で𝐚Fを検出し、加速度計で検出できない𝐠を位置ベクトルから計算し、

それらを積分した速度及び、さらに速度を積分した位置を下記のように求める。 

𝐯(T) = 𝐯(T−ΔT) + ∫ 𝐚Fdt
T

T−ΔT
+ ∫ 𝐠dt

T

T−ΔT
 ････････････････････････････････････････････････････（4.1-2） 

𝐫(T) = 𝐫(T−ΔT) + ∫ 𝐯(t)dt
T

T−ΔT
 ･･･････････････････････････････････････････････････････････････（4.1-3） 

ここで、 𝐯 ：慣性速度ベクトル 

𝐫  ：地心半径ベクトル 

T  ：現在時刻 

ΔT ：位置･速度更新時間間隔（ロケットの場合、０.５秒～２秒程度） 

上式の積分は、実際には離散化されたデータ（速度増分）を積算する形式で行うので、下記のように台形

積分（改良オイラー法）によるイタレーション形式で表される。 
𝐠(𝐫(T),0) = 𝐠(𝐫(T−ΔT))                                               

Δv(T),i = Δ𝐯F(T) +
ΔT

2
{𝐠(𝐫(T−ΔT)) + g(𝐫(T),i−1)}

𝐫(T),i = 𝐫(T−ΔT) + {𝐯(T−ΔT) +
1

2
Δ𝐯(T),i}Δt       

𝐯(T) = 𝐯(T−ΔT) + Δ𝐯(T),i                                       

    

}
  
 

  
 

････････････････････････････････････････････････（4.1- 4） 

ここで、繰り返し回数は、ｉ＝１～２で十分 

Δ𝐯F(T) = ∫ 𝐚Fdt
T

T−ΔT
：推力と空気力による速度増分ベクトル（６.２項） 

上式で速度は繰り返しループに入れる必要はないが、簡略化するため上式のように表現した。また、重力加

速度はＪ２項まで考慮して下記のとおり求められる。 

𝐠(𝐫) = −
μ

r2

(

 
 
 

x

r
{1 −

3

2
j2 (

ae
r
)
2

(5 sin2ϕr − 1)}

y

r
{1 −

3

2
j2 (

ae
r
)
2

(5 sin2ϕr − 1)}

z

r
{1 −

3

2
j2 (
ae
r
)
2

(5 sin2ϕr − 3)})

 
 
 

 ････････････････････････････････････････････（4.1- 5） 

ここで、μ = 3.986009 × 1014  
m3

s2
 ：地球重力定数 

j2 = 1.082628 × 10
−3    ：地球重力ポテンシャル調和係数 

ae = 6378.142 km       ：地球赤道半径 

𝐫

|𝐫|
=

(

  
 

x

r
y

r
z

r)

  
 
= (

cosϕr cos λr
cosϕr sin λr
sinϕr

) 

ϕr ：地心緯度 

λr  ：経度 
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4.2  推力と空気力による速度増分ベクトル 

ストラップダウン型の慣性センサ･ユニット（ＩＭＵ）においては、加速

度計は入力軸が機体の回転と共に方向を変えるので、それが検出し

た加速度を積分した値は座標基準が定かでない。このため、この積

分値を微分して機体座標系から見た加速度に戻して回転の補正をし

ながら積分するか、慣性座標系に変換して積分するかして、定まった

座標系での速度を求める必要がある。通常は、計算所要時間の観点

から、計算量が少なくて済む機体座標系で求める方式を採る。実際

には離散化されたデータの処理なので微少時間での速度増分が得

られたら、それに回転の補正を施して積算する方式で、以下のように

求める。 

図４.２-１ 回転座標系での速度増分の積算 

まず、推力と空気力による加速度は、それを積分した速度が機体座標系で得られているものとすると、その

速度を微分して下記のように表すことができる。 

𝐯F(t) = ∫ 𝐚F(t)dt
t

0
= ∫ (𝐃B(τ)

I ⋅ 𝐚F(τ)
B )dτ

t

0
= 𝐃B(t)

I ⋅ 𝐯F(t)
B  ････････････････････････････････････････（4.2-1） 

𝐯̇F(t) = 𝐃̇B(t)
I ⋅ 𝐯F(t)

B +𝐃B(t)
I ⋅ 𝐯̇F(t)

B = 𝐃B(t)
I ⋅ [𝛚B(t) ×] ⋅ 𝐯F(t)

B +𝐃B(t)
I ⋅ 𝐯̇F(t)

B  

= 𝐃B(t)
I ⋅ (𝛚B(t) × 𝐯F(t)

B + 𝐯̇F(t)
B ) ････････････････････････････････････････････････････････（4.2-2） 

ここで、𝐯F ：慣性座標系から見た推力と空気力による速度ベクトル 

𝐯̇F ：慣性座標系から見た推力と空気力による加速度ベクトル 

𝐃B
I  ：慣性座標系から見た機体座標系の方向余弦マトリクス 

𝛚B ：機体座標系の回転角速度ベクトル 

𝐯F
B ：機体座標系から見た推力と空気力による速度ベクトル 

𝐚F
B ：機体座標系から見た推力と空気力による加速度ベクトル 

従って、式（４.２-２）から機体座標系での速度の微係数は下記のように表され、これを積分して速度を求める

式が得られる。 

𝐯̇F(t)
B = (𝐃B(t)

I )
T
⋅ 𝐯̇F(t) −𝛚B(t) × 𝐯F(t)

B = 𝐚F(t)
B −𝛚B(t) × 𝐯F(t)

B  ･････････････････････････････････（4.2-3） 

𝐯F(t)
B = ∫ 𝐚F(τ)

B dτ
t

0
− ∫ 𝛚B(τ) × 𝐯F(τ)

B dτ
t

0
 ･･････････････････････････････････････････････････････（4.2-4） 

上式の右辺第１項はＩＭＵから得られる速度で、機体と共に回転して時々刻々変わる入力軸方向の加速度を

積分したデータであり、第２項は回転補正項（コリオリの力）である。 

ところで推力と空気力による速度ベクトルは、式（４.１-４）に示したように、慣性座標系から見た単位時間あ

たりの速度増分として用いるので、上式（４.２-４）の機体座標系から見た推力と空気力による加速度ベクトル

の積分は、式（４.１-４）における単位時間ΔTでの速度増分として求め、それを慣性座標系に座標変換して式

（４.１-４）に繋ぐことになる。 

Δ𝐯F(T)
B = ∫ 𝐚F(t)

B dt
T

T−ΔT
− ∫ 𝛚B(t) × Δ𝐯F(t)

B dt
T

T−ΔT
 ･･････････････････････････････････････････････（4.2-5） 

Δ𝐯F(T) = 𝐃B(T)
I ⋅ Δ𝐯F(T)

B  ････････････････････････････････････････････････････････････････････（4.2-6） 

次に式（４.２-５）の速度増分を求める。まず、ＩＭＵからは下記の出力が得られる。 

𝐯A(T) = ∫ 𝐚F(t)
B dt

T

t0
 ･････････････････････････････････････････････････････････････････････････（4.2-7） 

𝛉G(T) = ∫ 𝛚B(t)dt
T

t0
 ････････････････････････････････････････････････････････････････････････（4.2-8） 

ここで、ｔ０：任意の時刻（不定） 

このＩＭＵ出力を ΔTM時間間隔でサンプリングし、その差分を取って 

        ・ 
      ・ 
    ・ 
  ・ 
・ 

ΔvF
B 

ΔvA,1 

ΔvA,2 

ΔvA,3 

ΔＴＭ  

ΔＴ 
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Δ𝐯A(T) = 𝐯A(T) − 𝐯A(T−ΔTM) ････････････････････････････････････････････････････････････････（4.2-9） 

Δ𝛉G(T) = 𝛉G(T) − 𝛉G(T−ΔTM) ･･･････････････････････････････････････････････････････････････（4.2-10） 

ここで、ΔTM =
ΔT

m
は：速度増分積算時間間隔（通常、姿勢更新周期（ＩＭＵデータサンプリング周期）と同じで、

ロケットの場合、３０Ｈｚから５０Ｈｚ程度） 

上記の差分を用いて、ｔ＝Ｔ—ΔTM ～ Ｔの期間における速度増分及び角速度は下記のように近似的に表

される。 

𝐯F(t)
B = 𝐯F(T−ΔTM)

B +
Δ𝐯A(T)

ΔTM
(t − T + ΔTM) ･････････････････････････････････････････････････（4.2- 11） 

𝛚B(t) =
Δ𝛉G(T)

ΔTM
 ：(一定)･･････････････････････････････････････････････････････････････････（4.2- 12） 

従って、式（４.２-５）に式（４.２-１１）及び式（４.２-１２）を代入して ΔTM間だけ積分すると 

Δ𝐯F(T)
B = Δ𝐯F(T−ΔTM)

B + Δ𝐯A(T) −∫
Δ𝛉G(T)

ΔTM
× {Δ𝐯F(T−ΔTM)

B +
Δ𝐯A(T)

ΔTM
(t − T + ΔTM)} dt

T

T−ΔTM

 

= Δ𝐯F(T−ΔTM)
B + Δ𝐯A(T)

− [{
Δ𝛉G(T)

ΔTM
× Δ𝐯F(T−ΔTM)

B } t − {
Δ𝛉G(T)

ΔTM
×
Δ𝐯A(T)

ΔTM
} {
t2

2
− (T − ΔTM)t}]

T−ΔTM

T

 

= Δ𝐯F(T−ΔTM)
B + Δ𝐯A(T) − {

Δ𝛉G(T)

ΔTM
× Δ𝐯F(T−ΔTM)

B }ΔTM − {
Δ𝛉G(T)

ΔTM
×
Δ𝐯A(T)

ΔTM
}
ΔTM

2

2
 

= Δ𝐯F(T−ΔTM)
B + Δ𝐯A(T) − Δ𝛉G(T) × {Δ𝐯F(T−ΔTM)

B +
Δ𝐯A(T)

2
}  ･･････････････････････････（4.2- 13） 

よって、ΔT間の速度増分の式（４.２-５）は、下記の漸化式で表される。 

Δ𝐯F,0
B = 0 

Δ𝐯F,k
B = Δ𝐯F,k−1

B + Δ𝐯A,k − Δ𝛉G,k × {Δ𝐯F,k−1
B +

Δ𝐯A,k
2

}  ･･･････････････････････････････････････（4.2- 14） 

ここで、ｋ＝１～ｍ 

Δ𝐯A,k ≡ Δ𝐯A(T−ΔT+kΔTM)であり、Δ𝐯A,m ≡ Δ𝐯A(T)である。下添字のｋは以下同様。 

上記のｋ＝ｍ時点の速度増分を下記のように慣性系に座標変換して式（４.１-４）にインプットする。 

Δ𝐯F(T) = 𝐃B(T)
I ⋅ Δ𝐯F,m

B  ････････････････････････････････････････････････････････････････････（4.2-15） 

 

4.3  座標回転の補正（スカーリング補正） 

ＩＭＵの内部でドリフト補償等のデータ処理を行うため、上記４.２項

の ΔＴＭより短い時間間隔で加速度計からのパルス出力を積算すること

があり、この場合にも座標系の回転補正を行う必要がある。上記４.２項

の回転補正の方法は式（４.２-３）に示したように、常に現在時刻の機体

座標系から見た速度積算値を表すようにしているが、ここでは積算開

始時点の機体座標系から見た速度積算となるように、この積算開始時

点の機体座標系を慣性系と見なして積算する方法を示す。この補正

は微少時間での角度増分を用いた座標変換であるが、方向余弦マト

リクスや四元数等を用いた座標変換とは区別してスカーリング補正と

呼ばれている。 

図４.３-１ 座標回転の補正（スカーリング補正） 

まず、式（４.２-２）及び式（４.２-３）より、基準時刻Ｔ0 における機体座標系Ｂ0 での速度の微係数は下記のよ

うに表される。 

        ・ 
      ・ 
    ・ 
  ・ 
・ 

ΔvF
B0 

ΔvA,1 

ΔvA,2 

ΔvA,n 

ΔT  

ΔTM 
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𝐯̇F(t)
B0 = 𝐃B(t)

B0 ⋅ (𝛚B(t) × 𝐯F(t)
B + 𝐯̇F(t)

B ) = 𝐃B(t)
B0 ⋅ 𝐚F(t)

B  ･･････････････････････････････････････････（4.3-1） 

上式の方向余弦マトリクスは、微小時間の間では下記のように近似して表すことができる。 

𝐃B(t)
B0 = 1 + [∫ 𝛚B(τ)dτ

t

T0
×] ････････････････････････････････････････････････････････････････（4.3-2） 

これを（４.３-１）式に代入して積分すれば、下記のように速度を求める式が得られる。 

Δ𝐯F(t)
B0 = Δ𝐯F(t−ΔTS)

B0 + (1 + [∫ 𝛚B(τ)dτ
t

T0

×]) ⋅ ∫ 𝐚F(τ)
B dτ

t

t−ΔTS

 

= Δ𝐯F(t−ΔTS)
B0 + Δ𝐯A(t) + Δ𝛉G(t) × Δ𝐯A(t) ･･････････････････････････････････････････････（4.3-3） 

ここで、Δ𝐯A(t) = ∫ 𝐚F(τ)
B dτ

t

t−ΔTS
= 𝐯A(t) − 𝐯A(t−ΔTS) 

Δ𝛉G(t) = ∫ 𝛚B(τ)dτ
t

T0

= 𝛉G(t) − 𝛉G(T0) =෍Δ𝛉G,i

j

i=1

 

ｔ＝Ｔ0＋ｊΔTS 

ΔTS  ：ＩＭＵ内での加速度データサンプリング周期 

従って、上式の ΔTM＝ｎΔTS間のスカーリング補正を含む速度増分は、下記で表される。 

ΔvF(T)
B0 = ∑ {ΔvA,j + (∑ ΔθG,i

j
i=1 ) × ΔvA,j}

n
j=1  ････････････････････････････････････････････････（4.3-4） 

上式で求めたΔvF(T)
B0 が式（４.２-９）のΔvA(T)に対応する速度増分で、実際にはＩＭＵ内部でこれを積算して式

（４.２-９）のvA(T)として出力される。 
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5  補足 

5.1  オイラー角から固定角への変換 

𝐃B
I = [θ1]i ⋅ [θ2]j ∙ [θ3]k ：オイラー角による方向余弦マトリクス 

(𝐃B
I ) = [θ3]k ∙ [θ2]j ⋅ [θ1]i ：固定角による回転マトリクス 

このようにオイラー角と固定角では回転順が逆になる。 

オイラー角から求めた方向余弦マトリクスと同じ値の回転マトリクスとなる固定角を求めるには、表３.３-２の回

転順、例えば No.1 の ijk=123 のオイラー角では[θ1]1 ⋅ [θ2]2 ∙ [θ3]3は。これとは回転軸が逆順の No.4 の

ijk=321 のオイラー角では[θ1]3 ⋅ [θ2]2 ∙ [θ3]1はとなっているところを、名称のみθ1はとθ3はを入れ替えて[θ3]3 ⋅

[θ2]2 ∙ [θ1]1とすれば固定角になる。従って、オイラー角から方向余弦マトリクスを求め、この方向余弦マトリク

スから固定角に変換するのが便利である。これを全オイラー角について整理した結果を表５.１-１に示す。 

また、固定角からオイラー角に変換するには、固定角から回転マトリクスを求め、それを方向余弦マトリクス

と見なして、固定角とは逆順のオイラー角を表３.３-２に示したように求めればよい。 

表５.１-１ 方向余弦マトリクスから固定角への変換 

オイラー角 固定角 (𝐃B
I ) = [θ3]k ∙ [θ2]j ⋅ [θ1]i 

No. ｉ、ｊ、ｋ k、ｊ、i θ3 θ2 θ1 

１ １、２、３ ３、２、１ ｔａｎ-1( d21／d11 ) ｓｉｎ-1(-d31 ) ｔａｎ-1( d32／d33 ) 

２ ２、３、１ １、３、２ ｔａｎ-1( d32／d22 ) ｓｉｎ-1(-d12 ) ｔａｎ-1( d13／d11 ) 

３ ３、１、２ ２、１、３ ｔａｎ-1( d13／d33 ) ｓｉｎ-1(-d23 ) ｔａｎ-1( d21／d22 ) 

４ ３、２、１ １、２、３ ｔａｎ-1(-d23／d33 ) ｓｉｎ-1( d13 ) ｔａｎ-1(-d12／d11 ) 

５ １、３、２ ２、３、１ ｔａｎ-1(-d31／d11 ) ｓｉｎ-1( d21 ) ｔａｎ-1(-d23／d22 ) 

６ ２、１、３ ３、１、２ ｔａｎ-1(-d12／d22 ) ｓｉｎ-1( d32 ) ｔａｎ-1(-d31／d33 ) 

７ １、２、１ ２、１、２ ｔａｎ-1( d12／d32 ) cos -1( d22 ) ｔａｎ-1( d21／-d23 ) 

８ ２、３、２ ３、２、３ ｔａｎ-1( d23／d13 ) cos -1( d33 ) ｔａｎ-1( d32／-d31 ) 

９ ３、１、３ １、３、１ ｔａｎ-1( d31／d21 ) cos -1( d11 ) ｔａｎ-1( d13／-d12 ) 

１０ ３、２、３ ２、３、２ ｔａｎ-1( d32／-d12 ) cos -1( d22 ) ｔａｎ-1( d23／d21 ) 

１１ １、３、１ ３、１、３ ｔａｎ-1( d13／-d23 ) cos -1( d33 ) ｔａｎ-1( d31／d32 ) 

１２ ２、１、２ １、２、１ ｔａｎ-1( d21／-d31 ) cos-1( d11 ) ｔａｎ-1( d12／d13 ) 
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5.2  コーニングドリフトにおける逆マトリクス 

２.３項に示した回転座標系のコーニング運動の角速度ベクトルは次のように表される。 

𝛚B = {𝟏 +
1

2
[𝛉 ×] +

1

θ2
(1 −

θ sin θ

2(1 − cosθ)
) [𝛉 ×]2}

−1

⋅ 𝛉̇ ･･･････････････････････････････････(5.２- 1) 

ここで θ はコーニング運動の半頂角で、上記にコーニング運動の回転ベクトル 𝛉 = θe を代入して、 

𝛚B = {𝟏 +
θ

2
[e ×] + (1 −

θ sin θ

2(1 − cosθ)
) [e ×]

2
}
−1

⋅ 𝛉̇ ･･････････････････････････････････････(5.２- 2) 

 

ここでp = (1 −
θsinθ

2(1−cosθ)
)と置いて、 

𝛚B = {𝟏 +
θ

2
[e ×] + p[e ×]

2
}
−1

⋅ 𝛉̇ 

=

(

 
 
 
1 − p + pex

2 −
θ

2
ez + pexey

θ

2
ey + pexez

θ

2
ez + pexey 1 − p + pey

2 −
θ

2
ex + peyez

−
θ

2
ey + pexez

θ

2
ex + peyez 1 − p + pez

2
)

 
 
 

−1

⋅ 𝛉̇ = 𝐃−1 ⋅ 𝛉̇ 

３行３列の逆マトリクスは次式で表される。 

𝐃−1 = (

d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

)

−1

=
1

Δ
(

d22d33 − d23d32 d32d13 − d33d12 d12d23 − d13d22
d23d31 − d21d33 d33d11 − d31d13 d13d21 − d11d23
d21d32 − d22d31 d31d12 − d32d11 d11d22 − d12d21

) 

Δ = d11d22d33 + d12d23d31 + d13d21d32 − d11d23d32 − d12d21d33 − d13d22d31 

𝛚Bの式に適用して、 

Δ = (1 − p + pex
2)(1 − p + pey

2)(1 − p + pez
2) 

+(−
θ

2
ez + pexey) (−

θ

2
ex + peyez) (−

θ

2
ey + pexez) 

+(
θ

2
ey + pexez)(

θ

2
ez + pexey) (

θ

2
ex + peyez) − (1 − p + pex

2) (−
θ

2
ex + peyez) (

θ

2
ex + peyez) 

−(−
θ

2
ez + pexey) (

θ

2
ez + pexey) (1 − p + pez

2) − (
θ

2
ey + pexez) (1 − p + pey

2) (−
θ

2
ey + pexez) 

Δの右辺各項は、 

(1 − p + pex
2)(1 − p + pey

2)(1 − p + pez
2) 

= (1 − p){(1 − p)2 + p(1 − p)(ey
2 + ez

2) + p2ey
2ez

2} 

+pex
2{(1 − p)2 + p(1 − p)(ey

2 + ez
2) + p2ey

2ez
2} 

= (1 − p)3 + p(1 − p)2(ey
2 + ez

2) + p2(1 − p)ey
2ez

2 

+p(1 − p)2ex
2 + p2(1 − p)ex
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2 + ez

2) + p3ex
2ey

2ez
2 

= (1 − p)3 + p(1 − p)2(ex
2 + ey

2 + ez
2) + p2(1 − p)(ex

2ey
2 + ex

2ez
2 + ey

2ez
2) + p3ex

2ey
2ez

2 

(−
θ

2
ez + pexey) (−

θ

2
ex + peyez) (−

θ

2
ey + pexez) 

= −
θ

2
ez (

θ2

4
exey −

pθ

2
ex
2ez −

pθ

2
ey
2ez + p

2exeyez
2) 

+pexey (
θ2

4
exey −

pθ

2
ex
2ez −

pθ

2
ey
2ez + p

2exeyez
2) 

= −
θ3

8
exeyez +

pθ2

4
ex
2ez

2 +
pθ2

4
ey
2ez

2 −
p2θ

2
exeyez

3 

+
pθ2

4
ex
2ey

2 −
p2θ

2
ex
3eyez −

p2θ

2
exey

3ez + p
3ex

2ey
2ez

2 
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(
θ

2
ey + pexez) (

θ

2
ez + pexey) (

θ

2
ex + peyez) 

=
θ

2
ey (

θ2

4
exez +

pθ

2
eyez

2 +
pθ

2
ex
2ey + p

2exey
2ez) 

+pexez (
θ2

4
exez +

pθ

2
eyez

2 +
pθ

2
ex
2ey + p

2exey
2ez) 

=
θ3

8
exeyez +

pθ2

4
ey
2ez

2 +
pθ2

4
ex
2ey

2 +
p2θ

2
exey

3ez 

+
pθ2

4
ex
2ez

2 +
p2θ

2
exeyez

3 +
p2θ

2
ex
3eyez + p

3ex
2ey

2ez
2 

−(1 − p + pex
2) (−

θ

2
ex + peyez) (

θ

2
ex + peyez) 

= (1 − p) (
θ2

4
ex
2 − p2ey

2ez
2) + pex

2 (
θ2

4
ex
2 − p2ey

2ez
2) 

= (1 − p)
θ2

4
ex
2 − p2(1 − p)ey

2ez
2 +

pθ2

4
ex
4 − p3ex

2ey
2ez

2 

−(−
θ

2
ez + pexey) (

θ

2
ez + pexey) (1 − p + pez

2) 

= (1 − p) (
θ2

4
ez
2 − p2ex

2ey
2) + pez

2 (
θ2

4
ez
2 − p2ex

2ey
2) 

= (1 − p)
θ2

4
ez
2 − p2(1 − p)ex

2ey
2 +

pθ2

4
ez
4 − p3ex

2ey
2ez

2 

−(
θ

2
ey + pexez) (1 − p + pey

2) (−
θ

2
ey + pexez) 

= (1 − p) (
θ2

4
ey
2 − p2ex

2ez
2) + pey

2 (
θ2

4
ey
2 − p2ex

2ez
2) 

= (1 − p)
θ2

4
ey
2 − p2(1 − p)ex

2ez
2 +

pθ2

4
ey
4 − p3ex

2ey
2ez

2
 

 

Δ = (1 − p)3 + p(1 − p)2(ex
2 + ey

2 + ez
2) + p2(1 − p)(ex

2ey
2 + ex

2ez
2 + ey

2ez
2) + p3ex

2ey
2ez

2 

−
θ3

8
exeyez +

pθ2

4
ex
2ez

2 +
pθ2

4
ey
2ez

2 −
p2θ

2
exeyez

3 +
pθ2

4
ex
2ey

2 −
p2θ

2
ex
3eyez −

p2θ

2
exey

3ez

+ p3ex
2ey

2ez
2 

+
θ3

8
exeyez +

pθ2

4
ey
2ez

2 +
pθ2

4
ex
2ey

2 +
p2θ

2
exey

3ez +
pθ2

4
ex
2ez

2 +
p2θ

2
exeyez

3 +
p2θ

2
ex
3eyez

+ p3ex
2ey

2ez
2 

+(1 − p)
θ2

4
ex
2 − p2(1 − p)ey

2ez
2 +

pθ2

4
ex
4 − p3ex

2ey
2ez

2 

+(1 − p)
θ2

4
ez
2 − p2(1 − p)ex

2ey
2 +

pθ2

4
ez
4 − p3ex

2ey
2ez

2 

+(1 − p)
θ2

4
ey
2 − p2(1 − p)ex

2ez
2 +

pθ2

4
ey
4 − p3ex

2ey
2ez

2
 

= (1 − p)3 + p(1 − p)2(ex
2 + ey

2 + ez
2) + (1 − p)2 + (1 − p)

θ2

4
(ex

2 + ey
2 + ez

2)

+
pθ2

4
{(ex

4 + ey
4 + ez

4) + 2(ex
2ey

2 + ey
2ez

2 + ex
2ez

2)} 

ここで下記を代入して、 

ex
2 + ey

2 + ez
2 = 1 

(ex
2 + ey

2 + ez
2)
2
= ex

4 + ex
2ey

2 + ex
2ez

2 + ex
2ey

2 + ey
4 + ez

2ey
2 + ex

2ez
2 + ey

2ez
2 + ez

4 

= ex
4 + ey

4 + ez
4 + 2ex

2ey
2 + 2ey

2ez
2 + 2ex

2ez
2 

ex
4 + ey

4 + ez
4 = (ex

2 + ey
2 + ez

2)
2
− 2(ex

2ey
2 + ey

2ez
2 + ex

2ez
2) 

= 1 − 2(ex
2ey

2 + ey
2ez

2 + ex
2ez

2) 
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ex
4 + ey

4 + ez
4 + 2(ex

2ey
2 + ey

2ez
2 + ex

2ez
2) = 1 

Δ = (1 − p)2 + (1 − p)
θ2

4
+
pθ2

4
=
θ2

4
+ (1 − p)2 

=
θ2

4
+ 1 − 2p + p2 =

θ2

4
+ 1 − 2(1 −

θ sin θ

2(1 − cosθ)
) + (1 −

θ sin θ

2(1 − cos θ)
)
2

 

=
θ2

4
+ 1 − 2 +

θ sin θ

1 − cosθ
+ 1 −

θ sin θ

1 − cos θ
+
θ2

4
(
θ sin θ

1 − cosθ
)
2

=
θ2

4
{1 + (

θ sin θ

1 − cos θ
)
2

} 

次に、逆マトリクスの各要素は、 

d22d33 − d23d32 = (1 − p + pey
2)(1 − p + pez

2) − (−
θ

2
ex + peyez) (

θ

2
ex + peyez) 
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2 + ez
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2ez

2 +
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4
ex
2 − p2ey

2ez
2 
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4
ex
2 
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θ2

4
ex
2 

= (1 − p) + {
θ2

4
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2 

d23d31 − d21d33 = (−
θ

2
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pθ

2
exey

2 −
pθ

2
exez

2 + p2ex
2eyez − (1 − p)

θ

2
ex −

pθ

2
ex
3 − p(1 − p)eyez − p

2ex
2eyez 

=
θ2

4
eyez −

pθ

2
ex(ex

2 + ey
2 + ez

2) − (1 − p)
θ

2
ex − p(1 − p)eyez 

= {
θ2

4
− p(1 − p)} eyez −

θ

2
ex 

d12d23 − d13d22 = (−
θ

2
ez + pexey) (−

θ

2
ex + peyez) − (

θ

2
ey + pexez) (1 − p + pey

2) 

=
θ2

4
exez −

pθ

2
eyez

2 −
pθ

2
ex
2ey + p

2exey
2ez − (1 − p)

θ

2
ey −

pθ

2
ey
3 − p(1 − p)exez − p

2exey
2ez 

=
θ2

4
exez −

pθ

2
ey(ex

2 + ey
2 + ez

2) − (1 − p)
θ

2
ey − p(1 − p)exez 

= {
θ2

4
− p(1 − p)} exez −

θ

2
ey 

d13d21 − d11d23 = (
θ

2
ey + pexez) (

θ

2
ez + pexey) − (1 − p + pex

2) (−
θ

2
ex + peyez) 

=
θ2

4
eyez +

pθ

2
exey

2 +
pθ

2
exez

2 + p2ex
2eyez + (1 − p)

θ

2
ex − p(1 − p)eyez +

pθ

2
ex
3 − p2ex

2eyez 

=
θ2

4
eyez +

pθ

2
ex(ex

2 + ey
2 + ez

2) + (1 − p)
θ

2
ex − p(1 − p)eyez 

= {
θ2

4
− p(1 − p)} eyez +

θ

2
ex 

d11d22 − d12d21 = (1 − p + pex
2)(1 − p + pey

2) − (−
θ

2
ez + pexey) (

θ

2
ez + pexey) 

= (1 − p)2 + p(1 − p)(ex
2 + ey

2) + p2ex
2ey

2 +
θ2

4
ez
2 − p2ex

2ey
2 

= (1 − p)2 + p(1 − p)(1 − ez
2) +

θ2

4
ez
2 

= (1 − p) + {
θ2

4
− p(1 − p)} ez

2 

 

マトリクスにまとめて、 
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ここで下記を代入して、 
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+ 𝟏) 

= {
θ2

4
+ (1 − p)2}𝟏 −

θ

2
[e ×] + {
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係数部に下記を代入して、 

p = (1 −
θ sin θ

2(1 − cosθ)
) 

 
θ
2

{
θ2

4
+ (1 − p)2}

=
1

θ
2 {1 + (

sin θ
1 − cos θ)

2

}

=
2

θ {1 +
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}
=
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=
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{
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4
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4
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4
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4
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(

θ sin θ
2(1 − cos θ)

)

θ2

4
+ (
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θ
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}
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θ
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θ
 

さらに下記の置き換えを行って、 

e =
𝛉

θ
 

𝐃−1 = 𝟏−
1 − cosθ

θ2
[𝛉 ×] +

1

θ2
(1 −

sin θ

θ
) [𝛉 ×]𝟐 

𝛚B = {𝟏 −
1 − cosθ

θ2
[𝛉 ×] +

1

θ2
(1 −

sin θ

θ
) [𝛉 ×]2} ⋅ 𝛉̇ ･･････････････････････････････････････(5.２- 3) 

ここで、𝛚B = ωxBxB +ωyByB +ωzBzB 
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5.3  ４ジンバルオイラー角 

４ジンバルオイラー角を用いた安定プラットフォーム装置を図５.３-１に示す。ジャイロと加速度計を搭載した

プラットフォームを４ジンバル機構で支持して機体の回転運動から分離し、常時水平を保ちながら北方向を

追従させるか、慣性空間に静止させる仕組みとなっている。慣性空間に静止させる方式は特に慣性プラット

フォームと呼ばれ、H-Iロケットで採用された。 

４ジンバル機構の回転軸は自由に滑り、理想的には機体の回

転運動がプラットフォームに伝わらないモデルで表される。実際

には回転軸の摩擦等による微小な外乱トルクが作用してプラット

フォームが傾くが、それをジャイロで検出してモータを駆動し安定

化させる。このため、この方式では入力角速度のレンジが小さい

ジャイロを用いることができる。３ジンバル方式のジンバル機構で

は機体の運動状態によっては、３つの回転軸が同一平面に並ん

で制御不能状態（ジンバルロック）になることがあるが、４ジンバル

方式とすることでそれを避けることができる。 

図５.３-１ ４ジンバル安定プラットフォーム 

図に示した４ジンバル機構は機体に結合される外側からアウターロールジンバル、ヨージンバル、インナー

ロールジンバル、ピッチ（プラットフォーム）ジンバルで構成される。ジャイロ信号はヨー、インナーロール、ピッ

チの３ジンバルを制御してプラットフォームを安定化させ、アウターロールジンバルはインナーロールジンバ

ルのシンクロ（角度読取器）信号が常にゼロになるように制御される。このことにより、アウターロール、ヨー、ピ

ッチの３ジンバル機構のように通常は作動している。このため、中間のヨージンバルがアウターロールジンバ

ルに対して相対的に８８度→８９度と９０度に接近するとジンバルロック状態に近づいてしまう。このようになる

とジャイロ信号の制御でインナーロールジンバルが急速に傾く。その結果アウターロールジンバルが急速に１

８０度反転して、９０度に接近していたヨージンバルが８９度→８８度と角度が小さくなる方向に動くこととなって

ジンバルロックが回避される。アウターロールジンバルが１８０度反転する状態はジンバルフリップと呼んでい

る。 

  

Ｇ：ジャイロ 

Ａ：加速度計 
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5.4  センサ誤差 

衛星打上用大型ロケットにおける慣性センサ（ＩＭＵ）の主要特性例を表５.４-１に示す。 

表５.４-１ 慣性センサ（ＩＭＵ）の主要特性例 

項目 H-I ロケット H-II ロケット H-IIA ロケット 

方式 
4 ジンバル 

安定プラットフォーム方式 ストラップダウン方式 ストラップダウン方式 

ジ
ャ
イ
ロ 

浮動型レート積分ジャイロ 

計測レンジ       0.6 [°/s] 

ロングターム安定性（３σ） 

 バイアス      0.035 [°/h] 

 マスアンバランス 0.1 [°/h/m/s2] 

リング･レーザ･ジャイロ 

計測レンジ      120 [°/s] 

ロングターム安定性（３σ） 

 バイアス      0.096 [°/h] 

 スケールファクタ 33×10-6 

リング･レーザ･ジャイロ 

計測レンジ     200 [°/s] 

ロングターム安定性（３σ） 

 バイアス     0.031 [°/h] 

 スケールファクタ 15×10-6 

加
速
度
計 

振子式加速度計（オイルダンプ） 

計測レンジ      98 [m/s2] 

ロングターム安定性（３σ） 

 バイアス     1275 [μm/s2] 

 スケールファクタ 150×10-6 

振子式加速度計（ガスダンプ） 

計測レンジ     198 [m/s2] 

ロングターム安定性（３σ） 

 バイアス     1275 [μm/s2] 

 スケールファクタ 150×10-6 

振子式加速度計（ガスダンプ） 

計測レンジ     198 [m/s2] 

ロングターム安定性（３σ） 

 バイアス     1128 [μm/s2] 

 スケールファクタ 144×10-6 

 


